PC - Lycée Dumont D’Urville , . .
Mécanique quantique

[. Nature ondulatoire ou corpusculaire

1. Historique : mise en évidence du caractére ondulatoire des particules

En 1905 Einstein montre que la lumieére décrite comme une onde par les équations de Maxwell, se comporte

aussi comme une corpuscule : le photon.
- de masse /N.&Q"

- de vitesse (dans le vide) L = Sl ma
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- de quantité de mouvement est p = — = &'\g/-
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avec h = 6,6.1073% J.s constante de Planck

La question qui en découle est alors : puisque la lumiere qui est une onde se comporte également comme
une corpuscule, les particules de matiere ont-elles un comportement ondulatoire?

Pour répondre a cette question, les physiciens ont réalisé avec des électrons une expérience analogue a celle
des fentes d’Young en optique :

Un canon a électrons projette des On s'attend a cbserver 2 « barres »
électrons au travers d'un masque muni de d'électrons correspondant au passage
ZTemEs gans 1es Z fentes

En réaliié on observe pl rs barres
ressemblant & un étrange motif bien connu ...les interférences!!!
des opticiens...

Les résultats expérimentaux sont les suivants : b: au bout de quelques secondes, e: au bout de 30 minutes
(environ 18 000 impacts).

- La nature corpusculaire des électrons est mise

en évidence par 9/' Bwaak;.m [}‘ M%

Mml‘Zw

- L’absence de déterminisme est mise en évidence
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- La nature ondulatoire des électrons est mise en évidence par &} ﬁlmﬂlko‘ (‘}‘L W d\( Am'!gy-w )
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2. Longueur d’onde de De Broglie En 1924, Louis de Broglie donne la relation entre la
longueur d’onde associée a une particule et son im-
pulsion p (aussi appelée quantité de mouvement):

oll en mécanique classique p = m.v avec m la masse
de la particule et v sa vitesse (inférieure & 0,1c¢: hy-
potheése non relativiste) et h = 6,6.107%% J.s est la
constante de Planck

Utilisation de la longueur d’onde de De Broglie: Lorsque la longueur d’onde de De Broglie d’une particule

est de 'ordre de grandeur de la taille du systeme, la nature ondulatoire de la particule peut se manifester.

-\0 Pty
Ordres de grandeur: distance entre deux atomes:.m.....m. taille du noyau:..}{ﬂ...\.\.....“.

Analogie avec 'optique: la lumlere est un phénomene ondulatoire
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Pour les exemples suivants, calculer la longueur d’onde de De Broglie et commenter le résultat numérique.

Ezemple 1 : Balle de ping-pong de masse 3 g et de vitesse 5 m/s. M&oﬁu d\L ,9\0._
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Exemple 2: Les neutrons thermiques (m,, = 1,7.10727 kg) de température T' = 300 K servent & sonder les
structures cristallines par diffraction (constante de Boltzmann kp = 1,4.10723 ST).
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Ezemple 3 : Dans un cyclotron, des protons (m, = 1,7.10727 kg) sont accélérés sous une tension de 3MV.
Ces protons servent, en bombardant la matiere, a fabriquer des isotopes radioactifs. A
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Cas ou )\ << d: on applique les lois de la mécanique classique o~ § %L 9&. 9 , 9

On donne les conditions initiales (soit vitesse et position de la particule)

QWQL?FD@*—-Q&WCJ o»—/TJf cng.p.»qha WW.Q&

La nature ondulatoire de la particule ne se manifeste pas.
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Cas ou A = d: on applique les lois de la mécanique quantique

On parle d’absence de déterminisme ~ - -
e b dotin 4 don Jpur Ao S al ek Jps e
Y Mkwyﬁam&hwuﬂumw&w

On parle de probabilité de presence V .
o A Jgf»i qr.a. 99* W o\]"‘ oo ‘

Les énergies, vitesse... sont quantifiées et la nature ondulatoire de la corpuscule se manifeste
II. Fonction d’onde d’une particule

La particule est entierement caractérisée par une onde caractérisée par la fonction complexe 9 (z,t) appelée
fonction d’onde (cette fonction est un nombre complexe dépendant du temps et de 1’espace).

Sens physique de la fonction d’onde:
Cette fonction d’onde est liée & la probabilité de présence de la partlcule a Iinstant ¢ jﬂk
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On en déduit I'unité de ¥(z, t): Y/ Ue’) _ \/ u% - mj’ lo
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Equation vérifiée par la fonction d’onde:

Cette fonction d’onde vérifie 1’équation de
Schrodinger congue en 1925, équation qui traduit
la conservation de ’énergie:
R 9
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L’équation de Shrodinger traduit la conservation de 1’énergie mécanique:

Il ST W 7 S U eley A L
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On trouve la fonction d’onde en résolvant ’équation de Schrodinger. L’équation de Schrédinger est une
équation différentielle du second ordre en z, la solution de cette équation fait donc intervenir des constantes
d’intégration que I’on trouve en utilisant les conditions auz limites et la condition de normalisation suivantes:

- La fonction d’onde est normalisée: P J L \ \¥\7— dﬂ-
ol - &
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- Soit un point o qui présente une discontinuité de potentiel (soit U(x = z5) # U(x =y )):

Dans le cas oil, le potentiel est fini en z§ et en z;, la fonction d’onde 1(z,t) est continue et sa dérivée

—___

—>
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1o}
partielle par rapport a x, %(w, t) est continue, on écrira donc: V
x

Ylope Yo & T T

Dans le cas ou le potentiel diverge en xar ou en x; , la fonction d’onde w(ac t) est continue mais sa dérivée

0
partielle par rapport a x, a—%(a@,t), ne l'est pas, on écrira:
- AY

- Dans une zone ou le potentiel est infini, la particule a une probabilité de présence nulle: la fonctlon d’onde
est nulle.

[ustration: prenons 'exemple de 1’électron dans ’atome d’hydrogéne. On suppose le noyau de charge +e
immobile en x = 0 et I’électron de charge —e se déplace sur 'axe Oz, on repere sa position par 1’abscisse

x> 0.
Bilan des forces exercées sur 1’électron: ijg\J( )&w MN
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Modélisation de ce potentiel (celle-ce sera donnée dans ’énoncé des exercices):
U :ﬁ{ ( .'?M {a @
Uy e o (1< B
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Exemple : on donne la fonction d’onde d’un électron soumis au potentiel constant U et confiné dans le
t
demi-espace x > 0: ¢ (x,t) = Ae” @/a0 =5

- Normaliser cette fonction d’onde et en déduire I’expression de A: € 0
S gb o, 1 LEb N s
(jwo\m, SAQ, SEAETSTE Jes NP
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- Exprimer la probabilité pour que ’électron se trouve entre x =0 et x = —
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1. Conséquence 1 : théoreme de superposition lié¢ a la linéarité de ’équation de Schrodinger

Retour a I'analogue de I'expérience des fentes d’Young réalisée avec des électrons:

v, (@, ): Mo&‘m de £¢ Jockom oo fpiote de Qo fouls 4
v, (@, 8): ‘ z o G ﬂf)ﬁ 3
w(a,b): " " “ de er,.p Adry

On a d’apres la linéarité de 1'équation de Schrodinger: 1 (xz,t) = ‘_{\ (q‘,‘(’) + EVQ/ (u,l =
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2. Conséquence 2 : le déterminisme

En mécanique classique, on donne les forces qui agissent sur un point matériel et les conditions initiales de

ce point matériel, on en déduit bO‘KA:B"“ % 0[”/ M AYO* o,v‘,(_phm Aﬂ_ _,@)._

B o T

On parle de probleme déterministe car pour des conditions initiales données on peut prévoir la trajectoire
du point matériel.

En mécanique quantique, on ne connait pas la position et la vitesse d’une particule a tout instant, on ne
peut connaitre que la probabilité de présence a un instant. Le probleme n’est pas déterministe car pour des
conditions initiales identiques, la particule peut suivre des trajectoires différentes.

III. Etats stationnaires (sur feuille)
IV. Vecteur densité de courant de probabilité

Il peut se faire que la probabilité de présence d’une particule ne soit pas nulle dans une région de l’espace
et que malgré cela, la particule ne puisse pas aller dans cette région. Pour comprendre ce phénoméne on
introduit une grandeur vectorielle appelée vecteur densité de courant de probabilité noté

Définition : Hosd “j (\ W\ de w“uu,..h Lo S fa_ ;‘mhuﬂa.
,w%m. m v 4~ku L) 17# ‘ M

U\ALM/EMOSM

Son expression est donnée par I’énoncé: sl s M Mm},‘h
i o* 9] E
ih (Y (2, 1))E2. o w D&QM A o(p\u.ﬂw- J

%(ﬂ(xvt)a—_x(w,t)—ﬂ (xvt) - . ‘?Lk 4"‘/--
Application : exprimer le vecteur densité de courant pour t(xz,t) = AeFee= Bt/ \‘k (M. \ A < ¢ X

% w Wy
TR (g g e

Expression générale : 7(1’, t) =

= QJ|I@
\
Y.
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Application : exprimer le vecteur densité de ant pour ¢ (z \4{ A L
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V. Effet tunnel

1. Qu’appelle-t-on une barriére de potentiel?

Modélisation:
U
uo
E<U0
X=0 x=a X

Exemple : molécule N Hs (on note z la distance moyenne entre le doublet non liant et 1’azote)

2. Deux types de fonction d’onde

Les fonctions d’onde des états stationnaires sont de la forme:

h2 82 . 0
35l @ ) + Ub(z, 1) = ihz(w,t)

Ce qui conduit a I’équation différentielle vérifiée par ¢(x):

Elles vérifient I’équation de Schrodinger : —

Pour £ > U :



Pour £ < U :

3. Application a barriére de potentiel

. U . U
particul e particul e
incidente incidente
—_— —_—
uo uo
E<U0 E<U0
X=0 X=a X x=0 X=a X

La probabilité que la particule soit transmise est d’autant plus grande que:

Conclusion : Deffet tunnel désigne la propriété que possede un objet quantique de franchir une barriere de
potentiel méme si son énergie est inférieure a 1’énergie minimale requise, franchissement impossible selon la
mécanique classique. Généralement, la fonction d’onde d’une particule (dont le carré du module représente
la densité de probabilité de présence) ne s’annule pas au niveau de la barriére, mais s’atténue & Uintérieur
de la barriere de fagon exponentielle. Si, & la sortie de la barriere de potentiel, la particule possede une
probabilité de présence non nulle, elle peut traverser cette barriere. C’est une conséquence directe de la
nature probabiliste de 'onde associée a 1’évolution d’une particule quantique.

10



4. Application 1 : le microscope a effet tunnel

Le microscope a effet tunnel, inventé en 1981, sert a déterminer la morphologie de surfaces conductrices ou
semi-conductrices avec une résolution spatiale inférieure a la taille des atomes. Une pointe conductrice est
placée en face de la surface a étudier. Elle permet le passage d’un courant résultant du passage d’électrons par
effet tunnel depuis la surface jusqu’a la pointe. Ce courant tres faible (de 'ordre du nA ou du pA) nécessite
un dispositif d’amplification. L’intensité de ce courant dépend de la distance entre la surface et la pointe.
On utilise un systeme d’asservissement qui positionne la pointe de facon a ce que le courant garde toujours
la méme valeur, ce qui correspond a une distance surface-pointe constante. On peut alors reconstituer le
profil de la surface analysée. Ce microscope nécessite une surface conductrice, pour un matériau isolant on
utilise un microscope a force atomique.

Ordres de grandeur :

distance pointe-échantillon : 1 nm

intensité du courant électrique : 1 nA
Image de la surface

tension appliquée : 100 mV

Echantillon

courant tunnel

contréle des
variations de
courant

Balayage
R ¥

ﬁ

fAsservissement en Z
de la distance entre la pointe
et I'echantillon
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5. Application 2 : la radioactivité alpha

La radioactivité a correspond & la désintégration d’un noyau lourd en un noyau plus léger avec émission
d’une particule o : Hej.

La réaction nucléaire s’écrit: X ’Z4— >
ou A est le nombre de masse :
ou Z est le numéro atomique :

L’énergie libérée par cette réaction nucléaire est sous forme d’énergie cinétique pour la particule a (le
noyau prend une partie trés infime de cette énergie cinétique). L’énergie de la particule v est unique pour
une désintégration donnée. On donne I’énergie libérée et les périodes radioactives de différents noyaux:

10 -

Energie des alpha (MeV)

Th-232 U-233 U-235 Ra-226 NKp 237 Pu-240 Pu-239 Po-210 Fu-230 ERadon Am-241 Po-212

La particule o a pour masse m = 6,6.10727 kg, justifier par un calcul que la radioactivité o peut s’expliquer
par un traitement quantique.

On considere le systeme particule « et noyau fils Yg‘__;‘. On modélise son énergie potentielle par la fonction
suivante. On note r la distance entre la particule « et le noyau fixe immobile en O (le noyau fixe est supposé
immobile car

Les forces exercées sur la particule « sont:

12



Commenter ce modele et préciser ce que prévoit la mécanique classique.

U

T~

ro r r

Que prévoit la physique quantique? En quoi ce modele permet d’interpréter le fait que la durée de vie d’un
noyau radioactif est une fonction décroissante de 1’énergie de la particule « libérée?
U

T~

ro rm r
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VI. Etude d’une particule libre

Soit une particule libre de masse m, de vitesse v, d’énergie E et d’énergie potentielle nulle. Cette particule

z 7T 7N .
se déplace sur 'axe Ozx. On note k = ST le vecteur d’onde associé a la particule.
DB

Exprimer sa quantité de mouvement en fonction de 7 et k.
Exprimer son énergie F en fonction de h, m et k.

On cherche la fonction d’onde sous la forme d’'une OPPH: (x,t) = Ceilkz=wt)

Vérifier qu’il s’agit bien d’un état stationnaire.

2 2

iy . - . 0 .0
On donne I’équation de Schrédinger: —%@g(x, t) +U(x)Y(z,t) = zhag(:r, t).

Exprimer Aiw en fonction de i, m et k. En déduire ce que représente fw. Commenter.

En déduire la relation de dispersion puis la vitesse de phase puis la vitesse de groupe en fonction de la vitesse
de la particule. Conclure.

Ecrire la normalisation de la particule. Conclure.

Une particule libre est donc mieux représenté par un paquet d’onde soit:

14



amplitude T/lp onde monochromatique

R T R S e e e =
/N /\ £\ FA ¥
A L - f N oy
G iy e
k ‘ \ vf'; .S Aot \\. .’;
———— ¥ L S
non normalisable
W s paquet d”ondes
|
o
| "
------ Al R e B
v
| I |
v normalisable
- - -
Ak Ax

On retient I'inégalité d’Heisenberg aussi appelée relation d’indétermination:

Comment évolue le paquet d’onde au cours du temps?

Exemple: On considére que I’état d’une particule quantique libre est représenté par un paquet d’ondes
gaussien formé d’ondes planes progressives, dont les vecteurs d’ondes sont distribués autour d’une valeur
moyenne ko avec une dispersion Ak, qui détermine I'extension spatiale initiale Azy du paquet d’ondes a
Iinstant initial ¢ = 0 autour de la position xy. La pulsation moyenne correspondant a kg est notée wy. On

suppose que ’état étudié ici vérifie a l'instant initial t = 0 : Axg.Aky = 5

1- Exprimer la vitesse de groupe en fonction de A, k et m.

2- Montrer que la largeur Az(t) du paquet d’onde a l'instant ¢ s’écrit Az(t) = Az + %Atxo' En déduire
I'instant ¢y pour lequel la largeur du paquet d’onde a doublé.

Application numérique: i = 1,0.1073* J.s. Calculer t¢ pour:

- un électron, de masse m = 1073° kg, initialement confiné dans un atome Azg = 1070 m

- une gouttelette d’eau, de rayon égal & 10 um et de masse m = 4.10712 kg.

15





