PC- Lycée Dumont D’Urville
Correction TD1 de mécanique quantique

[. Constante d’intégration nulle 1

1. Du point de vue de la mécanique classique, on a E,, = E. + E, avec E, > 0 donc la particule ne peut
exister que pour les valeurs de x pour lesquelles E,, > E, soit ici E,,, = F et E, = U donc la particule ne
peut se trouver que dans la zone z > 0 (la région z < 0 est interdite).

2. La particule arrive de 400, on lui associe une OPPH ™~ dans l'espace x > 0: c’est 'onde incidente. Elle
donne naissance en x = 0 a une onde transmise du coté z < 0 et une onde réfléchie du c6té =z > 0. La
discontinuité de potentiel se comporte comme un dioptre.

3. Ona:
Pour z < 0: ¢, (z,t) = pr(x)e BN = ApemKeemiBt/h | BetKzo—iBR, o sont des OS amorties (ondes

évanescentes). Or dans cette zone x peut tendre vers —oco et le terme e~ %% diverge en —co donc on doit
avoir A; = 0.

Pour z > 0: ¢, (2,t) = prr(z)e”PUh = Appem ikt BU/R) o Beilke=Et/R): co sont des OPPH:

OPPHT™ (la particule et I'onde associée se propagent selon +Ozx) pour le terme d’amplitude By;: onde
réfléchie

OPPH~ (la particule et l'onde associée se propagent selon —Ozx) pour le terme d’amplitude A;;: onde
incidente.

2mE
4. Dans la région z > 0, on a U = 0 < E soit 'équation différentielle ¢” (z) + %Q(m) = 0: on reconnait
un OH de pulsation spatiale k = 2 (d’ott les solutions en exponentielles complexes dans cette région).
2m(Up — FE
Dans la région < 0, on a U = Uy > FE soit I’équation différentielle Q”(x) - %Q(m) = 0: ce n’est
2m(Ug — F
pas un OH, on pose K = %) et les solutions sont des exponentielles réelles.

I1. Constante d’intégration nulle 2

1. Du point de vue de la mécanique classique, on a E,, = E. + E, avec E, > 0 donc la particule ne peut
exister que pour les valeurs de x pour lesquelles E,, > E,, soit ici E,,, = F et E, = U donc la particule peut
se trouver partout sur 'axe Ox.

2. La particule arrive de 400, on lui associe une OPPH ™~ dans l'espace x > 0: c’est 'onde incidente. Elle
donne naissance en x = 0 a une onde transmise du coté z < 0 et une onde réfléchie du c6té =z > 0. La
discontinuité de potentiel se comporte comme un dioptre.

3. Ona:
Pour o < 0: ¢ (x,t) = dr(x)e” PN = Ape={BUI+Ke) o pre=iBY/R=KD), Ap est Pamplitude de TOPPH™

qui correspond & I'onde transmise. By est 'amplitude de TOPPH™ qui n’existe pas dans cette région soit
Br=0.

Pour z > 0: ¢, (2,t) = prr(z)e” PUh = Appem ikt BU/R) o B eitke=Et/R): co sont, des OPPH:
By est 'amplitude de I’ OPPH™: onde réfléchie
Ajpr est Pamplitude de I’ OPPH ~: onde incidente.

ITI. Constante d’intégration nulle 3

1. Du point de vue de la mécanique classique, on a E,, = E. + E, avec E, > 0 donc la particule ne peut
exister que pour les valeurs de x pour lesquelles F,,, > E, soit ici E,,, = E et E, = U donc la particule peut
exister partout sur I'axe Ozx.

2. La particule est émise selon +Ozx a l'intérieur du puits, les discontinuités de potentiel se comportent
comme des dioptres donc I'onde incidente selon +x dans le puits donne naissance a une onde transmise du
cOté x > L et une onde réfléchie dans le puits selon —Oz. Cette onde réfléchie donne naissance a une onde



transmise du co6té z < 0 et une onde réfléchie dans le puits selon +Oz.

Donc finalement il y a des ondes selon —Oz du c6té x < 0, des ondes selon +Ox du c6té x > L et des ondes
selon +Ox et —Ox dans le puits.

3. Ona:

Pour z < 0: ¥, (x,t) = Are™ WBt/htke) 4 Bre~iBt/h _ Kg): By = 0 car c’est amplitude de "TOPPH™ et
elle n’existe pas de ce coté la.

Pour 0 <z < L: ), (z,t) = Appe ket Et/h) L g eike=Et/h). o sont des OPPH, OPPH* (la particule et
londe associée se propagent selon +Ozx) pour le terme d’amplitude Br; et OPPH™ (la particule et I'onde
associée se propagent selon —Ox) pour le terme d’amplitude A;;.

Pour z > L: gnl( t) = Arrre” WBt/htke) L BreBYP=K2). A = 0 car TOPPH™ nlexiste pas dans
cette région.

IV. Constante d’intégration nulle 4

1. Du point de vue de la mécanique classique, on a F,, = E. + E, avec . > 0 donc la particule ne peut
exister que pour les valeurs de x pour lesquelles E,, > E, soit ici E,, = F et E, = U donc la particule ne
peut se trouver que dans la zone 0 < z < L (les régions z < 0 et z > L sont interdites).

2. La particule est émise selon —Ozx a l'intérieur du puits, les discontinuités de potentiel se comportent
comme des dioptres donc 'onde incidente selon —Oxz dans le puits donne naissance a une onde transmise du
coté x < 0 et une onde réfléchie dans le puits selon +Ox. Cette onde réfléchie donne naissance a une onde
transmise du co6té x > L et une onde réfléchie dans le puits selon —Ozwx.

Donc finalement il y a des ondes selon —Oz du c6té x < 0, des ondes selon +Ox du c6té x > L et des ondes
selon +O0x et —Ox dans le puits.

3. Ona:

Pour z < 0: ¢, (z,1) = Ape KeemiBt/h 4 BretKeo=iBt/h, o sont des OS amorties (ondes évanescentes). Or
dans cette zone x peut tendre vers —oo et le terme e %7 diverge en —oo donc on doit avoir A7 = 0.

Pour 0 < x < L: gl(x, t) = AppeihatBt/h) 4 peiltke=Et/R). oo sont des OPPH, OPPH™ (la particule et

londe associée se propagent selon +Ox) pour le terme d’amplitude Byy et OPPH ™~ (la particule et ’onde
associée se propagent selon —Ox) pour le terme d’amplitude A;;.

Pourz > L: ¢, (z,1)
Or dans cette zone  peut tendre vers 4+o00 et le terme e 5% diverge en +o0o donc on doit avoir By;; = 0.

= Appre Ko UM L B et Bee =B/, ¢ sont des OS amorties (ondes évanescentes).

V. Marche de potentiel 1

1. Du point de vue de la mécanique classique, on a E,, = E. + E, avec E, > 0 donc E,, > E,. Ici
E,, = E > E, pour tout x donc la particule peut se trouver sur tout I’axe Ox.
2F, [2F
Onav—\/ \/ psoitpour:z:<0:Ep:Odoncv: — et pour z > 0: E, = Vj donc
m
2(E — VO

Du point de vue quantique, du c6té z < 0 il y a une onde incidente et une onde réfléchie, du c6té = > 0 il y
a une onde transmise.

2. En remplacant ¢(z,t) par ¥(z,t) = ¢(z)e *F¥" dans Iéquation de Schrodinger, on obtient ¢”
2m(E -U)

2 ¢ =0.
e 1rs . o 2mE , . .
Pour 2 < 0: U = 0 donc ¢;(x) vérifie I'équation ¢ + 7(;51 = 0: c’est un OH de pulsation spatiale
2mFE
- sz . " 2m (E VO)
Pour z > 0: U =V} donc ¢y (z) vérifie I'équation ¢f + Tgf)g = 0: c’est un OH de pulsation spatiale
h



3. On a donc psi; = Ae™ i(ka+5t) + Be' i(kz— L),

- le terme d’amplitude A correspond & une OPPH ™~ (onde et particule se déplagant selon —Ox): c’est 'onde
réfléchie

- le terme d’amplitude B correspond & une OPPH™ (onde et particule se déplagant selon +Oz): c’est 'onde
incidente.

On a psip = Ce™" iKat5) 4 peilKe—55),

-le terme d’amplitude C correspond & une OPPH ™~ (onde et particule se déplacant selon —Ox): elle n’existe
pas donc C' =0

- le terme d’amplitude D correspond & une OPPH™ (onde et particule se déplagant selon +Oz): c’est 'onde
transmise.

4. En x =0 le potentiel est discontinu et fini donc en z = 0, ¥ et donc ¢ est continu ainsi que —= soit Q/.

Ox
On a donc ¢, (z =0) = ¢,(z = 0) qui donne A+ B = D.

On a aussi (b (x=0)= (b (x =0) qui donne —ikA + ikB = iKD.

K
soit a résoudre le systeme: B+ A=Det B— A= ED'

K 2B 2k
On fait la somme: 2B = (1 + —)D soit D = = ——B8.
n fai mm (1+ k) i e
k—K
O déduit A=D - B=——B.
n en dédui PR
Analogie avec la réflexion et la transmission d’une onde em & la traversée d’un dioptre qui sépare les milieux
d’indice n; et ng (paragraphe III chapitre EM11), on a trouvé r = R et 7= e . Ici le coeflicient
A ni + no ny + no
de réflexion r est 5 et le coefficient de transmission 7 est —.Ona - e et K = %.
c c
5. La fonction d’onde incidente est Y, = Be'®*=5) 1a fonction d’onde réfléchie est b, = = Ae kot 5 ot
la fonction d’onde transmise est yt = Dei(Kxf%).
Onalp[>=B? | [ =A%et |¢,|* =
p , o = , T , N SN
our 'onde incidente: k; = +kez, pour 'onde réfléchie: k. = —ke; et pour 'onde transmise: k; = +Kez.
hB2k hA k_, hD?’K
Soit J, —> e T = 7 e

en, Jr er et J, =
m

On a donc les coefficient de réflexion et de transmission:
A? k—K D?K 4kK
R="=( Vet T = = :
B2 B2k (k+ K)?
La relation R+ T = 1 traduit la conservation de la particule, la particule se trouve obligatoirement sur l'axe
Oz.

VI. Marche de potentiel 2

1. Du point de vue de la mécanique classique, on a F,, = E. + E, avec E. > 0 donc E,, > E,. Ici
E,, = FE > E, pour z < 0 donc la particule peut se trouver du cété x < Oet E,, = E < E, =V, pour z > 0
donc la région z > 0 est interdite.

Du point de vue quantique, du c6té x < 0 il y a une onde incidente et une onde réfléchie, du coté x > 0 il y
a une onde transmise.

2. En remplagant o(xz,t) par ¢(z,t) = ¢(x)e_iEt/h dans 1’équation de Schrédinger, on obtient ¢ -+
2m(E -U)

2 ¢ =0.
PP . n o 2mE , . .
Pour 2 < 0: U = 0 donc ¢;(x) vérifie I'équation ¢ + 7(;51 = 0: c’est un OH de pulsation spatiale
2mE



2m(V0 — E)

Pour z > 0: U = V; donc ¢o(z) vérifie 'équation ¢ — 2

¢2 = 0: ce n’est une OH, on pose

2m(Vo — E)

K= 2

(ce n’est pas une pulsation mais ¢’est homogene & une pulsation spatiale).

3. (bl _ Aleikz +§167ik1-

On a donc psi; = Alei(’”_%) +§16_Wm+%):

- le terme d’amplitude B; correspond & une OPPH~ (onde et particule se déplagant selon —Ozx): c’est
I’onde réfléchie

- le terme d’amplitude A; correspond & une OPPH™ (onde et particule se déplagant selon +Ox): c’est
I’onde incidente.

Onag, = Aye™ 7 4 B,e7 7 on se trouve dans la zone 2 > 0 donc z peut tendre vers +oo et ¢? donc on

Kxeszt/h,

doit avoir Ay = 0 soit psio = Boe™ : c’est 'onde transmise.

On a donc %i = Alei(kac*%)7 gr — Elefi(kﬁr%) et psi; = §2€7KzefiEt/h.

4. En x = 0 le potentiel est discontinu et fini donc en z = 0, ¥ et donc ¢ est continu ainsi que 8__ soit ¢'.
¥ @ " @

On a donc ¢ (z = 0) = ¢,(z = 0) qui donne A, + By = B,.

On a aussi Q’l (x=0)= 9/2(:1: = 0) qui donne ikA; —ikB; = KD.

soit & résoudre le systéme: A, + B, = B, et ik(A, — B;) = KB, soit encore —K(A; + B;) = —KB, et

ik(A, — B;) = KB,, je fais la somme:

tk+ K

ik— K’

On a |r| = 1 ce qui veut dire que les ondes incidente et réfléchie ont la méme amplitude mais sont déphasées.

(tk+ K)A, = (ik — K)B, soit r =

Analogie avec la réflexion et la transmission d’une onde em & la traversée d’un dioptre qui sépare les milieux
d’indice n1 et no = —in” (paragraphe IV chapitre EM11).

5. ||7(:1:, t)dt|| est la probabilité que la particule traverse la surface placée en x entre ¢ et t + dt.

Remarque: [1|?dx est la probabilité de trouver la particule entre x et x + dr. En physique quantique, la
particule peut avoir une probabilité non nulle de se trouver dans une région et pourtant elle ne peut pas
aller dans cette région, c’est le vecteur densité de courant qui nous donne cette information.

6. On cherche 'expression du vecteur densité de courant pour I’'onde incidente: la fonction d’onde incidente
. (ko — Bt
est psi; = ﬁlez(km )

. (ko Bt
On a donc psif = Bie "Fo=7),

0y oy; -
Ainsi o —zkgi et o —zkﬂ_.

h hk
On a alors J, = ;—(d;,(—ikd)*f)—wf(ikd),))e_} = —| |*er (?Z est selon Oz puisque 'onde incidente, comme
m —* —1 —1 —1 m —

la particule associée, se déplace selon +Ox).

En procédant de la méme fagon pour I'onde réfléchie de fonction d’onde psi, = Ale_i(k””r%), on trouve
hk
TT = ——|1/)T|Qac> (ﬁ est selon —Ox puisque 'onde réfléchie, comme la particule associée, se déplace selon
m 2
—Ox).
Onaly,> =[Bi* et [¢ |* = |Ai].
p , . N , T N
our 'onde incidente: k; = +ke; et pour 'onde réfléchie: k,. = —ke;.
hB%k hA%k
Soitj?: e_getﬁ:— e
|42

On a donc le coefficient de réflexion: R = = |r|* = 1: la particule est fait donc toujours demi tour en

| B [?
x =0, la zone z > 0 lui est aussi interdite du point de vue quantique.



7. On cherche 'expression du vecteur densité de courant pour l'onde transmise: la fonction d’onde est
’(/J — B e—Kwe—iEt/ﬁ
Ty T =2 )

On a donc ¢} = Bhe Keetibt/h,

0y, op; )
AIHSI % = _K%t et W = —th

On a alors 7; = ;—(wt(—Kw:) — ¢ (—KY, ))er = T: cela traduit que la particule ne peut pas aller dans
m -z L
la zone x > 0 soit T' = 0.

VII. Particule dans un puits de potentiel

1. Du point de vue de la mécanique classique, on a F,, = E. + E, avec . > 0 donc la particule ne peut
exister que pour les valeurs de x pour lesquelles E,, > E, soit ici E,, = F et E, = U donc la particule ne
peut se trouver que dans la zone 0 < x < L (les régions z < 0 et z > L sont interdites).

2. La normalisation traduit que la particule se trouve obligatoirement sur ’axe Ox donc la probabilité de
+oo

trouver la particule selon Oz vaut 1 soit / [y [Pde = 1.

— 00

+oo
Or ici le potentiel est infini pour < 0 donc la fonction d’onde est nulle pour z < 0 soit / |z/1|2dx =1ou
o T

Lo too L 4 Ko +oo 4y e
encore P d:v—l—/ Y|"dx = 1 soit / sin dx +/ —e " dx = 1. On ne demande
/o i L 1 o (\/f T L )) L (\/f )

pas de résoudre.

Les conditions aux limites sont:

Pour z = 0 (le potentiel diverge du coté x < 0) donc on doit avoir uniquement la continuité de ¢(x) soit

1 KO
dr=0")=0et pz=0")=—= sin(T) = 0: continuité vérifiée.

VL

Pour z = L (le potentiel ne diverge pas) donc on doit avoir la continuité de ¢(z) et de ¢'(x) soit:

KL 1 0,897 A Ae~1 0,897
-p(x=L")=—=sin(— ) = —=sinK = et =LT)= e I/ = = : continuité
olr = 17) = G = gpein K = "o et =11 = 77 N AR
vérifiée.
K KL K _ 4 gl
—¢/(I:L7): K = 07897 et ¢/(I:L+): —L/L _ € o 07897

A A N A A W TV T WL

continuité vérifiée.

1 K ;
Dans la zone 0 < x < L on a (x,t) = i sin(Tx)e_ZEt/h et U = 0. On remplace dans ’équation de
0? 0
Schrodinger — 2 D2 zé] 0= zha—zf
0 K Kz, 0 -K* Kz, _, K?
_ﬂ = cos(—x)e_ZEt/h et — Y_ sin( x)e_ZEt/h =———q.
or LI L Ox2 L2\/_ L2 -
oY iE
% Ry
n . K? E hK? h?
Soit en remplagant dans ’équation de Schrodinger : _%(_F—) = zh(—%)y soit E = SmIZ — S22

A ,
On fait la méme chose dans la zone x > L ol ¥(z,t) = ﬁe_””/Le_lEt/h et U = Uy. On remplace dans

o . Y oY
I’équation de Schroédinger —2— F + Uy = zhE
% A o/ Lg—iBt/h o Py _ A4 o~/ Lo—ilt/h _ ilﬂ-
or  I\L 0x?  I[2VL L2—
oY I1E
E
2 52
Soit en remplacant dans 1’équation de Schrodinger : — 5o (L2 ¥) +Uoyp = zh(——)w soit ——— py—" + Uy =E.



