
Résumé du chapitre 12: équations di�érentielles linéaires
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1 Equations di�érentielles linéaires d'ordre 1

1.a Dé�nition

Soit a : I → K et b : I → K.

On considère l'équation di�érentielle linéaire d'ordre 1 :

(E) y′ + a(x)y = b(x)
On appelle solution de l'équation toute fonction y : I → K dérivable telle que

pour tout x ∈ I, y′(x) + a(x)y(x) = b(x).
Lorsque a est une fonction constante, on dit que l'équation est à coe�cient constant.

Lorsque b est la fonction nulle, on dit que l'équation est homogène (ou sans second membre)

Dé�nition.

1.b Résolution dans le cas homogène

Soit a : I → K continue. On considère :

(E) y′ + a(x)y = 0 (équation d'ordre 1 homogène)

Calculons A une primitive de a.
Alors les solutions de (E) sont les fonctions de la forme x 7→ λe−A(x) avec λ ∈ K.

Proposition.

Démonstration. Soit y : I → K une fonction dérivable

Considérons la fonction ϕ : I → K dé�nie par ϕ(x) = y(x)eA(x).
Par théorèmes opératoires, ϕ est dérivable et pour tout x ∈ I,
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ϕ′(x) = y′(x)eA(x) + y(x)eA(x)A′(x)
ϕ′(x) = y′(x)eA(x) + y(x)eA(x)a(x)
ϕ′(x) = (y′(x) + a(x)y(x))eA(x).
∀x ∈ I, y′(x) + a(x)y(x) = 0

⇔︸︷︷︸
car ∀x∈I,eA(x) 6=0

∀x ∈ I, (y′(x) + a(x)y(x))eA(x) = 0

⇔ ∀x ∈ I, ϕ′(x) = 0
⇔ ∃λ ∈ K,∀x ∈ I, ϕ(x) = λ
⇔ ∃λ ∈ K,∀x ∈ I, y(x)eA(x) = λ
⇔ ∃λ ∈ K,∀x ∈ I, y(x) = λe−A(x)

Donc les solutions de (E) sont les fonctions de la forme x 7→ λe−A(x) avec λ ∈ K

Soit a ∈ K. On considère :

(E) y′ + ay = 0 (équation d'ordre 1 homogène à coe�cient constant)

Les solutions de (E) sont les fonctions de la forme x 7→ λe−ax avec λ ∈ K.

Corollaire.

1.c Résolution dans le cas général

Soit a : I → K et b : I → K. On considère :

(E) y′ + a(x)y = b(x) (équation d'ordre 1)
(E0) y

′ + a(x)y = 0 (équation homogène associée à (E))
Soit yp une solution particulière de (E).
Alors les solutions de (E) sont les fonctions de la forme y0 + yp avec y0 solution de (E0).

Proposition.

1.d Recherche d'une solution particulière par variation de la constante

Soit a : I → K et b : I → K continues. On considère :

(E) y′ + a(x)y = b(x)
(E0) y

′ + a(x)y = 0
Calculons A une primitive de a
Les solutions de (E0) sont les fonctions de la forme x 7→ λe−A(x) où λ est une constante.

(E) admet une solution particulière de la forme x 7→ λ(x)e−A(x) où λ est une fonction.

(méthode de variation de la constante)

Proposition.
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1.e Recherche d'une solution particulière dans des cas simples

1.f Recherche d'une solution particulière par superposition

Soit a : I → K, b1 : I → K, b2 : I → K. On considère :

(E) y′ + a(x)y = b1(x) + b2(x)
(E1) y

′ + a(x)y = b1(x)
(E2) y

′ + a(x)y = b2(x)
Soit y1 une solution de (E1) et y2 une solution de (E2). Alors y1 + y2 est solution de (E).

Proposition (Principe de superposition).

1.g Résolution avec condition initiale

Soit a : I → K et b : I → K continues. Soit x0 ∈ I et y0 ∈ K.

On considère le système : (S)

{
y′ + a(x)y = b(x)
y(x0) = y0

Alors (S) admet une unique solution.

Proposition.

2 Equations di�érentielles linéaires d'ordre 2 à coe�cients constants

2.a Dé�nition

Soit (a, b) ∈ K2 et c : I → K
On considère l'équation di�érentielle linéaire d'ordre 2 à coe�cients constants :

(E) y′′ + ay′ + by = c(x)
On appelle solution de l'équation toute fonction y : I → K deux fois dérivable telle que

pour tout x ∈ I, y′′(x) + ay′(x) + by(x) = c(x).
Si c est la fonction nulle, on dit que l'équation est homogène (ou sans second membre)

Dé�nition.

2.b Résolution dans le cas homogène

Soit (a, b) ∈ K2. On considère :

(E) y′′ + ay′ + by = 0 (équation d'ordre 2 homogène à coe�cients constants)

(C) r2 + ar + b = 0 (équation caractéristique associée à (E))
� Si (C) admet deux racines distinctes r1 et r2, alors les solutions de (E) sont les

fonctions de la forme x 7→ λer1x + µer2x avec (λ, µ) ∈ K2.

� Si (C) admet une racine double r1, alors les solutions de (E) sont les fonctions de
la forme x 7→ λer1x + µxer1x avec (λ, µ) ∈ K2.

� On suppose que K = R. Si (C) admet deux racines distinctes complexes conjuguées

α + iβ et α − iβ, alors les solutions de (E) sont les fonctions de la forme x 7→
λeαxcos(βx) + µeαxsin(βx) avec (λ, µ) ∈ R2.

Proposition.
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2.c Résolution dans le cas général

Soit (a, b) ∈ K2 et c : I → K. On considère :

(E) y′′ + ay′ + by = c(x) (équation d'ordre 2 à coe�cients constants)

(E0) y
′′ + ay′ + by = 0 (équation homogène associée à (E))

Soit yp une solution particulière de (E).
Alors les solutions de (E) sont les fonctions de la forme y0 + yp avec y0 solution de (E0)

Proposition.

2.d Recherche d'une solution particulière dans des cas simples

2.e Recherche d'une solution particulière par superposition

Soit (a, b) ∈ K2, c1 : I → K et c2 : I → K. On considère :

(E) y′′ + ay′ + by = c1(x) + c2(x)
(E1) y

′′ + ay′ + by = c1(x)
(E2) y

′′ + ay′ + by = c2(x)
Soit y1 une solution de (E1) et y2 une solution de (E2). Alors y1 + y2 est solution de (E).

Proposition (Principe de superposition).

2.f Résolution avec conditions initiales

Soit (a, b) ∈ K2 et c : I → K continue. Soit x0 ∈ I et (y0, y
′
0) ∈ K2.

On considère le système : (S)


y′′ + ay′ + by = c(x)
y(x0) = y0
y′(x0) = y′0

Alors (S) admet une unique solution.

Proposition.
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