Résumé du chapitre 5: sommes et produits indexés par un intervalle
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K désigne R ou C

1 Définition

— Définition. N

Soit (p,n) € Z? tel que p < n. Soit Tp, Tpi1, - .., Ty des réels (ou des complexes).
n

> Tk =Tp+ Tpyr1 + ... + @y se lit "somme des zj, pour k variant de p a n”
k=p

n

[ zx = 2p X zpy1 X ... X xy se lit "produit des z pour k variant de p a n”
k=p

. J

— Proposition. N

n n
Pour tout n € N*, 1424+..4n= > k= % et 124224+ .. 4+n?2= Y k2= w
k=1 =

2 Propriétés

— Proposition. \

n n n n n
S(xp+uyr) = D xp+ > yk et Y. Az = A D x (linéarité)
k=p k=p k=p k=p k=p
n n n n A n N
(zk ¥ yk) = (1T zx) x ([T w) et IT 2 = (1] zx)
k=p k=p k=p k=p k=p

n

Démonstration. Y (zg + yr) = (Tp + Yp) + (Tp+1 + Ypt1) + o + (Tn + Yn)
k=p



=@p+Tpr1+ ot 20)F WptYprr + o Fyn) = D TR+ D Yk

k=p k=p
n n
DAL = ATy + ATpp1 F oo F AT, = ANTp F Tpp1 + o F ) =X D T
k=p k=p
n
k:H (ke X yk) = (Tp X Yp) X (Tpt1 X Ypt1) X oo X (Tn, X Yn)
- n n
= (Tp X Tp+1 X oo X Tn) X (Yp X Yp41 X oo X yn) = ([] zp) x (kH Yk)
k= =
TN A A A A T A ’
[T 2g =2, xap0 X . X 2p = (2p X Tp1 X 2n)" = ([] 1)
k=p k=p
Proposition (Relation de Chasles).j
n q n n q n
Sip<g<n, Yo=Y zxk+ >, zrget [[ax=]]2ex ] =&
k=p k=p k=q+1 k=p k=p k=q+1

q n
Démonstration. > xp+ >, xp = (Tp+ Tpr1 + ... +2¢) + (Tgr1 + ... + )

k=p k=q+1
n
=Tp+Tpp1 + .. FTg+ Top1 + o F T = ) T
k=p
q n
[Tz x TI k= (xp X Tpr1 X ... X Tg) X (Tgp1 X ... X Tpy)
k=p k=q+1
n
=Tp X Tpgl X oo X Tg X Tgy1 X oo X Tp = [ xp
k=p
,—[Proposition (Réindexation).}
n n+d n n+d
Yo xprd= Y, zet [[zpa= [] =
k=p l=p+d k=p l=p+d
(changement d’indice [ = k + d : lorsque k varie entre p et n, [ varie entre p + d et n + d)

n n+d
Démonstration. Y Tpid = Tprd + Tpritd T - + Tngd = Tppd + Tppdr1 + oo+ Tnpd = Y,
k=p l=p+d
n n+d
H Th4+d = Tp+d X Tp414+d X - X Tptd = Tp4+d X Tpd+1 X oo X Tp4d = H Ty
k=p l=p+d

3 Formule du bindme de Newton

— Définition.

Soit (n, k) € N2.

n! g
st k<n
On appelle "k parmi n” entier (}) = { k!("o_k)! _ ;
st n

.

— Proposition.

Soit n € Net k € [[0,n]]. (,",) = (})




,—[Proposition (Relation de Pascal).} \

Soit (n, k) € (N*)2. (1) = (")) + (7))

. J

,—[Proposition (Formule du binéme de Newton).j \

Soit (a,b) € K2.
Ponr tout € N, (a-+ 8" = (D)a" + (a™ b+ (a2 + .+ ()" = 35 (a5

4 Le télescopage

— Proposition. \

n n
— T _ 7T
> (Th — Tpp1) = 2p —Tnp1 et [ g = -
k=p k=p
™ " xX x
- k41 __ 1
> (Th4r —xp) = Tppy —ap et [ 5 = =
k=p k=p
n n . .
— k—1 __ —1
> (k-1 — k) = Tp1 —Tp et J] = =2L=
k=p k=p
n n
xr X
Z (xk‘ - xk‘*l) = Tp — xp—l et H ;L'kkl - x ﬁl
k=p = - &
(Dans chaque cas il ne reste que les deux termes de plus petit et de plus grand indice)
\ 7

Démonstration.
n

kE Tk — Tkt1) = (Tp — Tp1) + (Tp+1 — Tpr2) + (Tpy2 — Tpt3) -+« + (Tn — Tnt1) = Tp — T
=P
ﬁ Tk — Tp Tp4+1l Tp42 7 — Tp

Tht1 Tp+1l Tp+2 Tp+3 ~ " Tptl Tnl

k=p
Le reste se prouve de maniere similaire.

5 Identité remarquable a" — b" et somme 1+ ¢q+ ... + ¢".

~— Proposition. \

Soit (a,b) € K2. Soit n € N*.

n—1
a” —b" = (a—b)(a"t +a" 2 +a" 0 + ..+ 0" ) = (a—b) 3 a" I RD
k=0

. J

— Proposition. \

1 n n
Soit g € K\ {1}. Soit n € N. 14+ g+ ¢® + ...+ ¢q" = Y ¢F = 1507 = "1
k=0
n n n 1— n+1
Démonstration. 1—¢" T = 1"t g+l = (1—¢) Y 1" FgF = (1—¢q) 3. ¢" donc 3 ¢F = lqﬂ]
k=0 k=0 k=0



