Résumé du chapitre 8: nombres complexes
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1 Généralités

1.a Propriétés algébriques
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~ Proposition.

C posséde un élément privilégié, noté 4, tel que 2 = —1. Tout nombre complexe z s’écrit de
maniére unique sous la forme z = x + iy ou = et y sont réels (forme algébrique). La partie
réelle de z est le réel Re(z) = x. La partie partie imaginaire de z est le réel Im(z) = y.

1.b Le plan complexe

1.c Conjugué

— Définition.
On appelle conjugué d’un complexe z = z + iy le complexe z = x — iy.

.

— Proposition.

— VY(z,2) EC2,2+7Z’:E+7’
— WAER,VzeC, 0z = Az




— Proposition.

— V(2,2) € C?,zx 2 =z x
— VZG(C*,(%)
— V(z,2/) eCxC
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1.d Module

— Définition.
On appelle module d’un complexe z = z + iy le réel positif |z| = /22 + y?

.

— Proposition.

Soit z € C. 2z = |2|?

\.

— Proposition.

— V(z,2') € C2,|22'| = |2||¢|
— VzeC, |} =4

[2]

— V(z,z’)GCXC*Jf\:%
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— Proposition.

Soit (z,2') € C2. |z + 2’| < |z| + |#/| (inégalité triangulaire)
|z 4+ 2| = |z| + || © IN e Ry, 2 = AzouI\ € Ry, z = N2 (cas d’égalité)

2 U, e et trigonométrie

2.a Uete?

— Définition.

On note U I’ensemble des nombres complexes de module 1.
Pour tout 6 € R, on pose ¢ = cos(#) + isin(6).

\.

~ Proposition.

U = {e|6 € R} (les complexes de module 1 sont ceux de la forme e? avec 6 € R)
V(6,0) e R e =¥ < ke Z,0 =0+ 2%kn




— Proposition.

. V(@, 9/) c R2 76z‘((9+é)’) — 100
— Vo eR, e = e%
— V(8,0") € R?, 00 = £

.

~ Proposition.

Soit 0 € R.
om0 — if
20

— cos(f) = M et sin(0) = # (formules d’Euler)

.

Démonstration.

— e = ¢i(=0) = cog(—0) + isin(—0) = cos(f) — isin(0) donc e~ ¥ = il

— ei? = cos(f) +isin(0) Ly done cos(f) = e/.“’gef'.i@ Li+Ly
e = cos() —isin(f) Lo sin(6) — em_i_m 125,

Proposition.

Soit 6 € R. Pour tout k € Z, (e')F = 9

c’est-a-dire (cos(f) + isin())* = cos(kf) + isin(kf) (formule de Moivre).

2.b Formules de trigonométries

,—[Proposition (Formules d’addition).

7
J
cos(a + b) = cos(a)cos(b) — sin(a)sin(b)
sin(a + b) = sin(a)cos(b) + cos(a)sin(b)

_ tan(a)+tan(d)
tan(a + b) = W

.

J

Démonstration. cos(a 4+ b) + isin(a 4 b) = @+t = ¢t = (cos(a) + isin(a))(cos(b) + isin(b))

= (cos(a)cos(b) — sin(a)sin(b)) + i(sin(a)cos(b) + cos(a)sin(b))

En identifiant parties réelles et imaginaires, on obtient cos(a + b) = cos(a)cos(b) — sin(a)sin(b) et

sin(a + b) = sin(a)cos(b) + cos(a)sin(b)
sin(a)cos(b)+cos(a)sin(b)

sin(a) + sin(b)

_ cos(a) ' cos(b)

_ tan(a)+tan(b)

_ sin(a+b) _ sin(a)cos(b)+cos(a)sin(b) cos(a)cos
tan(a +b) = 0T = Con(a)cos(t) _sin(a)sm(®) = et

cos(a)cos(b)—sin(a)sin(b) ~

cos(a)cos(b)

1— sin(a) sin(b)
cos(a) cos(b)

,—[Corollaire (Formules de diﬂ’érence).}

cos(a — b) = cos(a)cos(b) + sin(a)sin(b)
sin(a — b) = sin(a)cos(b) — cos(a)sin(b)

tan(a)—tan(b
tan(a—b):%

~ 1—tan(a)tan(b)

O]



Proposition (Formules de 'angle double (ou de duplication)).

—

2.c Applications a la trigonométrie

3 Argument, formes trigonométrique et exponentielle

— Définition.
4

On appelle argument d’'un complexe non nul z tout réel 6 tel que El e Si 6 est un
argument de z alors les arguments de z sont les réels de la forme 6 + 2kmw avec k € Z. La
notation arg(z) désigne un argument quelconque de z.

.

— Proposition.

Tout nombre complexe non nul z s’écrit sous une forme z = r(cos(#) +isin(6)) ou z = re'
avec r > 0 (forme trigonométrique ou forme exponentielle).
Dans cette écriture, r = |z| et 6 est un argument de z.

.

~ Proposition.

Y(z,2') € (C*)?,arg(z2') = arg(z) + arg(2’)(2m)
Vz € C*,arg(s) = —arg(z)(2n)
V(z,2') € (C*)*,arg(%) = arg(z) — arg(2')(2m)

o [

4 Equations du second degré

4.a Racines carrées complexes d’un complexe

4.b Résolution

~ Proposition.

Soit (a,b,c) € C* x C2.
On appelle discriminant du trinéme az? + bz + ¢ le complexe A = b* — 4ac.

— Si A #0, le trinéme admet deux racines z; = 712’;“5 et 2o = 73;5,
ol § est une racine carrée complexe de A.
— Si A =0, le trinbme admet une racine double z; = —%




— Corollaire.

Soit (a,b,c) € R* x R2.
Le discriminant du trinome az? + bz + ¢ est le réel A = b? — 4ac.

— Si A >0, le trinome admet deux racines réelles z; = % et 29 = _bgcz/z
— Si A < 0, le trinome admet deux racines complexes conjuguées z; = _b+§a” =8 et
—b—i/—A
7 = =g
— Si A =0, le trinéme a une racine réelle double z; = —%.

4.c Relations entre coefficients et racines

,—[Proposition (relations entre coefficients et racines).}

Notons z; et 2 les racines du trinéme az? + bz + ¢, distinctes ou non.
b

Z1t2z9=—+
Alors 1T=2™ "
1722 = 4

5 Racines n-iémes

On fixe n € [[2, +00[[.

— Définition.

On appelle racine n-iéme de 'unité tout complexe z tel que 2" = 1.
On note U,, I’ensemble des racines n-iémes de 'unité.

\
2km

~ Proposition.

Il y a exactement n racines n-iémes de 'unité qui sont les complexes de la forme e’ » avec

ke [[0,n—1]]. U, = {e*5"|k € [[0,n — 1]]}.

\.

— Définition.
Soit Z un complexe non nul. On appelle racine n-iéme de Z tout complexe z tel que 2™ = Z.

.

— Proposition.

Soit Z un complexe non nul. Ecrivons Z = re’
1,0 . -
zp = rne'n est une racine n-iéme de Z.

O avec r > 0.

. N i 2km
Les racines n-iémes de Z sont les complexes de la forme zpe' = avec k € [[0,n — 1]

]-
(Autre conclusion : 'ensemble des racines n-iémes de Z est {zoei%Tﬁ |k € [[0,n—1]]})




6 Exponentielle complexe

— Définition.
Soit z = x + iy un complexe. On pose e = e%e™.

\.

Soit (z,2') € C2. ¢¥ =e* & Ik € Z,2' = z + 2ikm.

.

~ Proposition.

— VY(z,2') € C2,e#t% = e%e?
— VzEC,e_Z:e%.

— ¥Y(z,7) eC?,e# % = &




