Résumé du chapitre 10: fonctions usuelles
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1 Logarithme, exponentielle, puissances

1.a Fonction In

— Définition.

On appelle logarithme néperien et on note In 'unique primitive de la fonction inverse sur
10, 400 qui s’annule en 1. Autrement dit :

In 3]0, +00[— R est dérivable et pour tout = €]0, +oo[, In(z) = 1
In(1)=0

\.

~ Proposition.

Y(x,y) €]0,+00[?, In(xy) = In(x) + In(y)
Vz €0, +oof, In(;) = —In(x)
V(z,y) €]0,+oo?, In($) = in(z) — In(y)

|—
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— Proposition.

In est strictement croissante. lim In(x) = 4o00. lim In(x) = —oc.
T—400 z—07T
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1.b Fonction exp

— Définition. \

La réciproque de la bijection In :]0, +0o[— R est appellée exponentielle et notée exp : R —
10, +00[. En particulier, pour tout = € R exp(x) > 0.

~ Proposition. \
exp(0) =1

V(x,y) € R?, exp(z +y) = exp(x)exp(y)

Vz € R,exp(—x) = ew;(z)

V(z,y) € R?, exp(x —y) = 5ol

. J

,—‘ Proposition. \

exp : R —]0, +00] est une bijection continue strictement croissante.
En particulier, lim exp(z) =0" et lim exp(x) = 4oo0.
T——00 T——+00

exp est dérivable et exp’ = exp.

Démonstration. In est une bijection continue strictement croissante donc sa réciproque exp l'est

également. In est dérivable et pour tout = €]0,+oo[, In'(z) = 1 # 0. D’aprés le théoreme de
dérivabilité de la réciproque, exp est dérivable et pour tout z € R, exp/(z) = ln,(eép(x)) =1 =
exp(x)
exp(z).
O

1.c Puissances

,—[Déﬁnition—Propriété.] \

Soit x €]0, +oo[ et a € R. On pose z% = exp(aln(x)).
On a z® > 0 et In(z*) = aln(z).

\. J

~ Proposition. \

Soit z €]0, +o0.

Y(a, B) € R?, zotB = ggh |
Vae R z7% = %a

V(a,B) € R2, z2 B = ﬁ—g.

,—{ Proposition. \
Soit @ € R.
1¢ =1.

V(z,y) €10, +0of?, (zy)* = z®y*°.
vz €]0, +oof, (2)> = L

V(I‘,y) €]0,+OO[2, (g)a ==




— Proposition.

Soit z €]0, +o0.
(e, B) € R?, (2%)P = z*f
Vn e N*, g = Y

.

~ Proposition.

— Soit a €]1,400[. Alors a® — +oo.
T—>+00
— Soit a €]0,1[. Alors a® — 0.
T—>+00

1.d Fonctions puissances

,—[Déﬁnition—Propriété.w

J

Soit o € R. La fonction puissance « est f :]0, +00[—]0, +00[ définie par f(x) = z®.
f est dérivable et pour tout x €]0, +oo|, f'(z) = ax®!
Si a > 0, f est strictement croissante, lim z% =07 et lim z® = +oo.

z—0t+ T—+00
Si a <0, f est strictement décroissante, lim 2% = +oo et lim 2% =0T.
z—0t x—~+00

l.e Croissances comparées

,—[Proposition (Croissances comparées).}

Soit a > 0 et 5 > 0.
e(X(L'
—
? gy ytoo e

— e®zf — 0
T——00

2 Fonctions ch et sh

— Définition.
el4e %

On appelle cosinus hyperbolique la fonction ch : R — R définie par ch(z) = <5

T_e—T

On appelle sinus hyperbolique la fonction sh : R — R définie par sh(z) = “—

\.

~ Proposition.

ch est paire et sh est impaire. ch(0) =1 et sh(0) = 0.
ch et sh sont dérivables. ch’ = sh et sh’ = ch.




,—‘ Proposition. \

X |-00 0 +00 X |-00 0 +00
sh'(x)=ch(x)] + 1 + ch’'(x)=sh(x)] - 0 +
S| e et | TN

3 Fonctions cos, sin, tan, arccos, arcsin, arctan

3.a Fonctions cos et sin

Proposition.

cos est paire et sin est impaire. cos et sin sont 27w-périodiques.
cos et sin sont dérivables. cos’ = —sin et sin’ = cos.

3.b Fonction tan

~ Proposition. \

tan est impaire. tan est m-péridique.
tan est dérivable et pour tout z € R\ (5 + 7Z), tan'(z) = 1 4 tan?(z) = ﬁ(g&)
,—‘ Proposition. \
tan est strictement croissante sur | — %, 7[.
lim tan(x) = +o00. tan étant impaire, lim tan(z)= —oc.
=5 xﬁ—g+

3.c Fonction arcsin
— Définition. \

On appelle arc sinus et on note arcsin la fonction réciproque de la bijection f
[_TF7%] - [_171]
—  sin(x)

) est 'unique élément de [—7, 5] donc le sinus vaut z.

2|

. Autrement dit, arcsin : [-1,1] — [-F, §] et pour tout z € [-1, 1],

8

arcsin

—

. J

~ Proposition. N

arcsin est une bijection continue strictement croissante impaire.
arcsin est dérivable sur | — 1, 1] et pour tout z €] — 1, 1[, arcsin’(x) =

1—x2

. J

[_gv %] — [_17 1}
x —  sin(x)
paire. Donc sa réciproque arcsin ’est également.
sin est dérivable sur [—7, 7] et pour tout x € [—F, J], sin’(x) = cos(z) donc sin’(z) =0 & = =

—Souxr = g.sin(—5) = —1letsin(j) =1

Démonstration. f : { est une bijection continue strictement croissante im-



— |=1,1]

. est une bijection strictement croissante dé-
—  sin(x)

_nr
(Explication détaillée g : { ) ;’ 3

: / ) -1 ]_171[ - ]_%7%[ Al
rivable et ¢’ ne s’annule pas. Donc g7 ; est dérivable et pour tout
x —  arcsin(z)
T e] - 17 1[7 (gil)l(m) = m)
Par théoréme de dérivabilité de la réciproque arcsin est dérivable sur | — 1, 1[ et pour tout x €
- _ 1 _ 1
] -1 1[’ arcsm'(x) ~ sin’(arcsin(z)) T cos(arcsm(x))
Pour tout y € R, |cos(y)| = 1/cos?(y) = /1 —sin?(y). Soit € [~1,1]. En prenant y =
arcsin(z), on obtient |cos(arcsin(z))| = \/1 —ac?. Or cos(arcsm( )) > 0 car arcsin(z) € [-7, 5]

Donc cos(arcsin(z)) = v 1 — 22.

Ainsi pour tout = €] — 1, 1[, arcsin’(z) = —=

l—z

5

3.d Fonction arccos
— Définition. \

On appelle arc cosinus et on note arccos la fonction réciproque de la bijection f

0,7] — [-1,1]
{ x = cos(x)
arccos(z) est 'unique élément de [0, 7] dont le cosinus vaut .

. Autrement dit, arccos : [—1,1] — [0, 7] et pour tout x € [—1,1],

. J

~ Proposition. N

arccos est une bijection continue strictement décroissante.
arccos est dérivable sur | — 1, 1[ et pour tout x €] — 1,1[, arccos’(z) = —

3.e Fonction arctan

— Définition. \

On appelle arc tangente et on note arctan la réciproque de la bijection f
=L 4 = R :
|- 33l . Autrement dit, arctan : R =] — 7, 5[ et pour tout z € R,
x —  tan(z)
arctan(z) est I'unique élément de | — 7, [ dont la tangente vaut x
~ Proposition. N

arctan : R —] — 7, 7] est une leeCtIOD continue strictement croissante impaire .
E ticuli li t =—Tet i t =ZI.

n particulier lim arc an(z) z® lm arc an(z) = 3
arctan est dérivable et pour tout z € R, arctan’(z) = H%

Démonstration. f : est une bijection continue strictement croissante im-

] - %7 %[ —
x —  tan(z)

paire donc sa réciproque arctan 1’est aussi.
tan est dérivable sur ]Z, Z[ et pour tout z €] — Z, Z[, tan’(z) = 1 + tan?(z) # 0.

Par théoréme de dérivabilité de la réciproque, arctan est dérivable et pour tout z € R, arctan’(z) =
1 1 1

tan’(arctan(z)) ~ 1+tanZ(arctan(z)) = 1+z2

O



