Résumé du chapitre 16: limites de suites
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Suites complexes

Définition de la convergence

— Définition.

Soit u = (un)nen une suite réelle.

On dit que u converge vers un réel [ ssi :
Ve>0,AINeN,Vne N, n>N = |u, — | <e
On dit que u diverge ssi v ne converge pas.

Démonstrations de résultats sur la convergence

Proposition.

Soit u = (Up)neNn €t v = (v )nen des suites réelles.
On suppose que u converge vers [1 et v converge vers lo. Alors u + v converge vers [y + ls.
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Démonstration. Soit € > 0.
(Montrons qu'’il existe N € N tel que pour tout n € N, n > N = |(u, +vy,) — (I1 + 12)] <€)
Pour tout n € N, |(un, + vy) — (I1 + l2)| = [(un, — 1) + (v, — 12)| < |up — 1| + |vn — 2]
(Appliquons la convergence de u vers Iy avec € = §)
u converge vers [; donc il existe N1 € N tel que pour tout n € N, n > Ny = |u, — l1| <
(Appliquons la convergence de v vers Iy avec € = §)
v converge vers lo donc il existe Ny € N tel que pour tout n € N, n > Ny = |v, — lo] <
Posons N = max({ N1, Na2}).
Pour tout n € N,n > N = n > Nietn > No = |up, — l1] < Setlv, —lof < §
= |up — |+ |vn — 2| <e=|(un +vn) — (L +12)] <€
Donc u 4+ v converge vers [y + ls.
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Proposition.

Soit u = (un)nen une suite réelle. Soit A € R.
On suppose que u converge vers [. Alors Au converge vers Al

Démonstration. Soit € > 0.
(Montrons qu’il existe N € N tel que pour tout n € N, n > N = |Au, — Al| <€)
Pour tout n € N, |Au,, — Nl| = |A||u, — .
(Appliquons la convergence de u vers [ avec € = ﬁ)
Ecartons le cas simple A = 0.
u converge vers | donc il existe N € N tel que pour tout n € N, n > N = |u, — | < ﬁ
Pour tout n e N, n > N = |u, — | < o= Mun =1 < €= [Aup, —N| <€
Donc A\u converge vers .

2 Résultats sur la convergence

,—[Proposition (Théorémes opératoires).}

— Soit u = (up)nen et v = (vy,) des suites réelles. Si u converge vers un réel I, et v
converge vers un réel [y alors u + v converge vers l1 + [o.

— Soit u = (un)nen une suite réelle et A € R. Si u converge vers un réel [ alors \u
converge vers Al.

— Soit u = (up)nen €t v = (vy) des suites réelles. Si u converge vers un réel [; et v
converge vers un réel [y alors uv converge vers Iyls.

— Soit u = (un)nen une suite réelle. Si u converge vers un réel [ et [ # 0 alors il existe
N € N tel que pour tout n € [N, +oo[[, up #0et = — 1.

Un p—s+oo
— Soit u = (up)nen et v = (vy,) des suites réelles. Si u converge vers un réel I, et v

converge vers un réel ls et lo # 0 alors 22— ;—1
Un n—+too ‘2

.

— Proposition.

Soit u = (up)ner une suite réelle.
On suppose que u converge vers un réel [. Alors |u| converge vers |I].




Proposition.

Soit u = (up)nen une suite réelle. Si u admet une limite réelle alors celle-ci est unique,

appelée la limite de u et notée limu ou lLim w,.
—+00 n—-+o0o

Proposition.

Toute suite réelle convergente est bornée

— Proposition.

Soit u = (up)nen une suite réelle. Soit a € R.
— Si u converge vers un réel [ et | < a.
alors il existe N € N tel que pour tout n € [N, +oo[[, u, < a
— Si u converge vers un réel [ et [ > a.
alors il existe N € N tel que pour tout n € [[N, +o0o[[, u, > a.

3 Définition de la divergence vers +oo

— Définition.

Soit u = (up)nen une suite réelle.

On dit que u diverge vers +00 ssi :
VAeR, AN eNVneNn>N=u, > A
On dit que u diverge vers —oo ssi :
VAeR, AN eNVneNn>N=u, <A

4 Résultat sur les suites divergeant vers +oo

Proposition.

— Toute suite réelle divergeant vers +o0o est minorée non majorée.
— Toute suite réelle divergeant vers —oo est majorée non minorée.

5 Limites dans R

Propriété.

Soit u = (uy)nen une suite réelle. Si admet une limite dans R, celle-ci est unique, appelée

la limite de u et noté limu ou lim wu,,.
0 n—-+00




6 Théoremes d’existence de limites

6.a Théoremes opératoires

6.b Théorémes utilisant des inégalités

,—[Théoréme (Théoreme de convergence par encadrement).}

Soit u = (Up)neN, ¥ = (Un)nen, W = (wp)nen suites réelles. Soit [ € R.
On suppose que
— VY eN, u, <wv, <w,

—u, — letw, — I
n—-+o0o n—-+o0o

Alors v, — I
n—-4o00

.

— Théoreme.

Soit u = (un)nen €t v = (vy)nen des suites réelles.
— Si pour tout n € N, u,, < v, et u, j_ +o0 alors v, — +4o
_>

n [ele] n—-+400
(théoréeme de divergence par minoration)
— Si pour tout n € N, u,, <v, etv, — —ooalorsu, — —00
n——4o0o n—4o0o

(théoréeme de divergence par majoration)

.

,—[Théoréme (Théoreme de convergence par majoration de la distance).}

Soit u = (Up)nen €t v = (v )nen des suites réelles. Soit [ € R.
On suppose que :
— VneN, |u, —I| <o,

— v, — 0
n—-+o0o

Alors u,, — |I.
n—-4o0o

.

— Proposition.

Soit u = (Up)nen €t v = (v )nen des suites réelles.
On suppose que u converge vers 0 et v est bornée . Alors uv converge vers 0.

.

— Proposition.

— Soit a €]1,400[. a” — o0
n—-+oo

— Soit a € R tel que |a| <1.a" — 0

n—-+oo

6.c Théoréme de la limite monotone

— Théoréeme.

Soit u = (up)nen une suite croissante.
Premier cas : u est majorée. Alors u converge vers un réel [ et | = sup{u,|n € N}
Second cas : u n’est pas majorée. Alors u diverge vers +oo.




Démonstration.
Premier cas : u est majorée. Posons | = sup({u,|n € N}).
Soit € > 0. D’apres la caractérisation de la borne supérieure, il existe N tel que | — e < uy.
Pourtoutne NNn>N=l—-e<uy<u,<l=>l—-€e<u, <l=|u, -1 <e
Donc u converge vers [.
Second cas : u n’est pas majorée.
Soit A € R.
u n’est pas majorée donc A n’est pas majorant de u donc il existe N tel que uy > A.
Pour tout n > N, n > N = uy, > uy > A = u, > A. Donc u diverge vers 4o00.

~— Théoréeme. \

Soit u = (up)nen une suite décroissante.
Premier cas : u est minorée. Alors u converge vers un réel [ et [ = inf{u,|n € N}
Second cas : u n’est pas minorée. Alors u diverge vers —oo.

6.d Suites adjacentes

— Définition. N

Deux suites réelles u = (uy,) et v = (v, )nen sont dites adjacentes ssi :
— Pour tout n € N, u,, < v,.
— wu est croissante et v est décroissante.
— u et v convergent vers un méme réel [

\. J

— Proposition. \

Soit u = (up)nen €t v = (Vn)nen deux suites réelles. On suppose que u est croissante, v
est décroissante et v — u converge vers 0. Alors u et v sont adjacentes.

6.e Suites extraites
— Définition. N

On appelle suite extraite d’une suite (u,)nen toute suite de la forme (u<p(n))n€N
ol ¢ : N — N est strictement croissante.

\. J

— Propriété. \

Si une suite admet une limite, alors toute ses suites extraites admettent la méme limite.

. J

,—‘ Proposition. \

Soit (un)nen une suite réelle.
On suppose que (U2 )neN €t (u2n41)nen admettent une méme limite L.
Alors (up)nen admet L pour limite.




7 Passage a la limite dans les inégalités larges

~— Proposition.

Soit u = (uy)nen une suite réelle et a € R.
— Si pour tout n € N, u,, < a et u converge vers [ alors [ < a.
— Si pour tout n € N, u,, > a et u converge vers [ alors [ > a.

\.

— Corollaire.

Soit u = (un)nen €t v = (vy)nen des suites réelles.
On suppose que pour tout n € N, u, < v, et u et v convergent vers Iy et ly. Alors [ < 5.

8 Suites récurrentes

8.a Probleme d’existence d’une suite récurrente, intervalle stable

Définition.

Soit f : D — R. On appelle intervalle stable par f tout intervalle I inclus dans D tel que
f(I) C 1, ie. pour tout z € I, f(x) € I.

8.b Monotonie d’une suite récurrente

8.c Limite d’une suite récurrente, point fixe

Définition.

Soit f : D — R. On appelle point fixe de f tout élement o de D tel que f(a) = a.

9 Suites complexes

— Définition.

Soit z = (2p)nen une suite complexe. On dit que z converge vers un complexe [ ssi :
Ve>0,AINeN, VneNn>N=|z,—1| <e
On dit que z diverge ssi z ne converge pas.

.

~ Proposition.

Soit g € C tel que |¢| < 1.4" — 0.
n

—+00

\.

— Proposition.

Soit z = (zn)nen une suite complexe. Soit [ = I3 + il € C.
On note = = (,,)nen et ¥ = (Yn)nen les suites partie réelle et imaginaire de z
z converge vers | < x converge vers [; et y converge vers lo




