Résumé du chapitre 17: limites de fonctions
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1 Définition des limites réelles

— Définition. N

Soit f: I - Retacl.

On dit que f admet un réel [ pour limite en a ssi :

casa €R:Ve>0,36>0,Veel, |z —a|<d=|f(z) 1] <e
casa=400:Ve>0,IBeR, Ve el, x> B=|f(z) -1 <e
casa=—00:Ve>0,IBeR, Ve el,z <B=|f(x) -1 <e

2 Résultats sur les limites réelles

,—[Proposition (Théorémes opératoires) } \

— Soit f: T - R, g:1 — Retac I Onsupposeque f et g admettent en a des
limites réelles [1 et ls. Alors f 4+ g admet en a la limite I; + [s.

— Soit f: I — Reta€I. Soit A €R. On suppose que f admet en a la limite réelle
l. Alors A\f admet en a la limite Al.

— Soit f: T - R, g:1 — Retac I Onsupposeque f et g admettent en a des
limites réelles I et l3. Alors fg admet en a la limite l1l5.

— Soit f: I —+ R et a € I. On suppose que f admet en a la limite réelle [ et [ # 0.

Alors pour tout z dans un voisinage de a, f(z) # 0 et == — 1.

_ F@) z2q !
— Soit f: I >R, g:1 — Retaéel Onsupposeque f et g admettent en a des
limites réelles l1 et I et lo # 0. Alors % — %
Tr—a




— Proposition.

Soit f: I — R et a € I. On suppose que f admet en a la limite réelle . Alors |f| admet
|I| pour limite en a.

\.

— Proposition.

Soit f: I — RetacI. Sifadmet une limite réelle en a, celle-ci est unique appelée la
limite de f en a et est notée lim f ou lim f(x).
a Tr—a

.

— Proposition.

Soit f : I — Ret a € I. Si f admet une limite réelle en a alors f est bornée sur un
voisinage de a.

\.

~— Proposition.

Soit f: I — R et a € I. Soit ¢ € R.

Si f admet pour limite en a un réel l et [ < ¢

alors pour tout z dans un voisinage de a, f(z) < c.
Si f admet pour limite en a un réel [ et [ > ¢

alors pour tout z dans un voisinage de a, f(z) > c.

3 Définition des limites infinies

— Définition.

Soit f: I - Retacl.

— On dit que f admet +o0o pour limite en a ssi :
casa € R:VAeR, 30 >0,V €1, |z —a|<d= f(z)
casa=+4c00:VAER IBeR, Vx €I, x > B = f(x)
casa=—-0:YVAER, dBeR, Vz €I,z < B = f(x)

— On dit que f admet —oo pour limite en a ssi :
casa € R:VAeR, 30 >0,Vzel,|z—a| <= f(z)
casa=+00: VAR IBeR, Vx €I, 2> B = f(
casa=-o0:YVAeR IBeR,Vz eI,z < B= f(x

4 Résultats sur les limites infinies

— Proposition.

Soit f: I —-Retael.
Si f admet 400 pour limite en a, f est minorée sur un voisinage de a et non majorée.
Si f admet —oo pour limite en a, f est majorée sur un voisinage de a et non minorée.




5 Limites dans R

~— Proposition.

Soit f: I - Retacl. B
Si f admet en a une limite dans R, celle-ci est unique, appelée la limite de f en a et notée

lim f ou lim f(x).
a r—a

\.

~— Proposition.

Soit a un point I qui n’est pas une extrémité de I. Soit f: I\ {a} — R. Soit L € R.
f(z) - L< f(x) — Letf(z) — L
r—a z—at a3

—a

6 Théoremes d’existence de limites

6.a Théoréemes opératoires

,—[Proposition (Théoreme opératoire de composition).}

Soit f: 1 — Jetael. Soitg:J—R.Soit LeRet M €R.
On suppose que f(x) — Let gly) — M. Alors g(f(x)) — M.
r—a y—L r—a

6.b Théoremes utilisant des inégalités

,—[Théoréme (Théoreme de convergence par encadrement).}

Soit f: 1 —-R,g: IR, h:I —-Retacl. SoitlcR.
On suppose que :
— Vo el, f(x) < g(z) < h(a).
— f(x) xjal et h(z) ¢ .
Alors g(z) = l

a

\.

~— Théoréeme.

Soit f: I R, g: 1 >Retacl.

Si pour tout z € I, f(z) < g(x) et f(z) — oo alors g(x) — +o0
Tr—a T—a

(théoreme de divergence par minoration)

Si pour tout x € I, f(z) < g(x) et g(x) — —oo alors f(x) — —o0
Tr—a T—a

(théoreme de divergence par majoration)




,—[Théoréme (Théoreme de convergence par majoration de la distance).] N

Soit f: I —+R,g:I —=Retacl. Soit! € R. On suppose que :
— Vo el |f(z) -] < g(z)
— g(z) = 0
r—a
Alors f(z) — 1
Tr—a

. J

— Proposition. \

Soit f: I =R, g:I — RetacI. Onsupposeque f admet 0 pour limite en a et g est
bornée. Alors fg admet 0 pour limite en a.

6.c Théoréme de la limite monotone

Théoréme (théoreme de la limite monotone).}

Soit f :Ja,b[— R monotone. Alors f admet une limite en a et f admet une limite en b.
(a peut étre égal & —oo et b peut étre égal a +00)

7 Passage a la limite dans les inégalités larges

,—‘ Proposition. \

Soit f: I — Retacl. Soit c € R.
Si pour tout x € I, f(z) < c et f admet un réel [ pour limite en a alors [ < c.
Si pour tout x € I, f(z) > c et f admet un réel [ pour limite en a alors [ > c.

. J

— Corollaire. N

Soit f: I =R, g: 1 — Retac I. Onsuppose pour tout x € I, f(z) < g(z) et f et g
admettent des réels 1 et [5 pour limite en a. Alors [1 < Is.

8 Fonctions complexes

— Définition. \

Soit f: I — C et a € I. On dit que f admet un complexe [ pour limite en a ssi :
casa €R:Ve>0,36>0,Vtel,|[t—a|l <d=|f(t) -1 <e
casa=4o00:Ve>0,IBeR, Vte I, t > B=|f(t)—1] <e
casa=—00:Ve>0,IBeR,Vtel,t<B=|f(t)—-1<e

. J

Proposition (Caractérisation d’une limite complexe par les parties réelles et imaginaires).]

Soit f: I —+Cetacl. Onnotex:I — Rety:I— R les parties réelle et imaginaire de
f. Soit | =11 +ily € C. f(t) -l .T(t) — I ety(t) — .
t—a t—a t—a




