Résumé du chapitre 18: comparaisons de fonctions et de suites
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1 Comparaisons de fonctions

1l.a Définition
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— Proposition.

Soit f: 1 R, g: I -Retacl.
On suppose que pour tout = dans un voisinage de a distinct de a, g(x) # 0
et, dans le cas a € I et g(a) =0, f(a) =0.
f(z) = O(g(z)) &z % est bornée sur un voisinage de a
_ f(z)
f(z) v oa o(g(z)) < 9@) o 1a 0

~ f(x)
f@) ~ o) e 19 51

() z—a

1.b Exemples usuels

—~ Proposition.

Soit (o, B) € R%2 tel que v < B. 2@ = o(af) et 28 = o(z®).
T—+00 z—0
Soit (a,b) €]0,+oo[? tel que a < b. a® = o(b®).

T—+00




— Proposition. \

Soitaa>0et 3>0.2° = o(e*®)etin(z)’ = oz®).

r—r—+00 r—r-+00

\. J

,—[Proposition (Equivalents usuels) } \

sin(z) ~ =z, tan(z) ~ =z, sh(z) ~ =z,
z—0 z—0 z—0
-1 ~ 1 ~ x—1,1In(1 ~
exp(z) ar. n(z) o~ n(l+h) ot h
Soit a e R*. 2% —1 ~ a(x—1),(1+h)*—1 ~ ah
x—1 h—0

_ ~ 1.2 1 o~ 1.2
ch(z) — 1 o 28 cos(z) — 1 T
Démo?s)tmtim(z.) o

sin(z) __ sin(x)—sin(0 s _ _ . -~

e (0) = cos(0) = 1 donc sin(x) Ran
tan(z) _ tan(w):tan(O) N tan’(O) =1+ tanQ(O) — 1 done tan(:):) ~ T

z z—0 z—0 z—0
sh() — hiz)—sh(@) _, sh’(0) = ch(0) = 1 donc sh(z) ~ =z

x =0 z—0 z—0
ea:p(;)*l _ ea:p(xi:gxp(o) N exp/(O) _ ea:p(O) — 1 donc exp(x) 1 o~
In(z) In(z)—In(1) 17/—>0 1 el
1= a1 In’(1) = 7 donc In(x) Radk A 1

En effectuant le changement de variable z = h+1et h=xz — 1, In(1 + h) o h
—

f 3]0, +oo[— R définie par f(x) = 2% est dérivable et pour tout = €]0, +oo[, f/(z) = az®!
z¢—1 _ flx)—f( z¥—1

1) _
r e (1) = a donc 2@ 1 donc % — 1 -~ alz —1)

En effectuant le changement de variable t =h+1leth=x—1, (1+h)* -1 o ah
—

ch(z) =1 ~ 1z?et cos(z) —1 ~ —iz? sont admis pour le moment.
z—0 2 z—0 2

1.c Propriétés de o et O
1.d Lien entre o et ~

Proposition. \

Soit f: I =R, g: I -Retacl f~gs f—g=og).
a a
Autrement dit, f ~ g ssi f = g+ h avec h = o(g).
a a

l.e Propriétés de ~

— Proposition. N

Soit a € 1.

— Pour tout fl,fg,gl,gz) € .F(I, R)4, si f1 '; g1 et f2 fl\; go alors flfg f; g192.

(
— Pour tout (f,g) € F(I,R)? si f ~ g et f et g ne s’annulent pas alors + ~ 1
a
(

f a9
— Pour tout (f1, f2,91,92) € F(I,R)*, si fi ~ g1 et fo ~ g2 et fa et go ne s’annulent
a a

as alors L ~ 9L
p fo g4 92




— Proposition.

Soit f: I - R, g:I —RetacI. Onsupposeque f~ g.
a
— Pour tout n € N, f* ~ ¢g".
a
— Si f et g ne s’annulent pas, pour tout k € Z, f* ~ g*.
a

— Si f et g sont a valeurs strictement positives, pour tout a € R, f¢ ~ g“.

.

— Proposition.

Soit a € 1.
— Vfe F(I,R), f ~ f (reflexivité)

— Y(f.g,h) € FI,R)?, f ~getg~h= f ~ h (transitivité)
T \V/(f,g) € ‘F(I7R)27 f "a\’ g =49 "; f (Symétrle)

1.f Calcul d’équivalents : pieges a éviter et méthodes

1.g Application des équivalents au calcul de limite et a ’étude de signe

~— Proposition.

Soit f: I —+R,g:I —Retacl. Onsuppose f~ getgadmet une limite en a.
a

Alors f admet en a la méme limite que g.

\.

— Proposition.

Soit f: I —+R,g:I —RetacI. Onsupposef~ g.
a

Alors pour tout x dans un voisinage de a, f(r) a méme signe que g(z).

2 Comparaisons de suites

2.a Définition

— Proposition.

Soit u = (Up)nen €t v = (v )nen des suites réelles.
On suppose qu’a partir d’un certain rang v ne s’annule pas .
U =  O(v,) & la suite (¥2),, est bornée
o too ( n) (vn )n
up, = ov,) e — 0.
" s too ( n) Un n—s+too

u
U, ~ vp& 2 — L
" potoo Un n—+oo




2.b Propriétés de o et O

2.c Lien entre o et ~

2.d Propriétés de ~

2.e Calculs d’équivalents : pieges a éviter et méthodes

2.f Application des équivalents au calcul de limite et a I’étude de signe

— Proposition.

Soit u = (Up)nen €t v = (v )nen des suites réelles.
On suppose que u ~ v et v admet une limite. Alors u admet la méme limite que v.

\.

— Proposition.

Soit u = (up)nen €t v = (v )nen des suites réelles. On suppose que u ~ v.
Alors pour tout n a partir d’'un certain rang, u, a méme signe que v,.




