Résumé du chapitre 28: développements limités (DL)
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1 Définition, troncature, unicité

— Définition.

Soit f: I - Retael SoitneN.
On dit que f admet un DL d’ordre n en a ssi il existe des réels \g,...,\, tels que
f(z) = Mo+ A1z —a)+ Az —a)? + ... + M(z — )" + o((x — a)?)
ce qui équivaut & f(a + h) o Ao + Ath + Agh? + ... + A\ h™ + o(h™)
_)
(changement de variable z =a+h et h =x — a)
Dans ce cas, la fonction polynémiale qui & h associe Ag + Aih 4+ Aoh? 4 .... + A\ A" est
appelée la partie réguliére du DL.

.

— Proposition.

Soit n € N
+ iol+x+x2+...+x”+o(x”)
T
H% = 1—z+2%— ...+ (=1)"z" + o(z")
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Démonstration.

Nk 1—gntl 1 zntl 1 L
— Pour tout x € R\ {1}, Y 2" = = L donc L= 3
k=0 k=0
n+1 In+1 1 &
J— l—x x _ n
= = o(z™) car = = & =, 0-Done 1 = k:ox + o(z™)
n
— o etk = Sk
Tr— yg)() E—0
1 3 ko k 1 S ko k
d — = —1 1)) d — 1 n
onc i Okgo( ¥ 4+ o((—1)"2™) donc = k;go( )ex® + o(x™)

wn+1

q - OI‘

Soit f: 1 — Ret ac I. Soit (n,p) € N2

On suppose que f admet un DL d’ordre n en a :

fla+h) o Ao+ Ah+ ...+ A A" + o(h™)

On suppose p < n. Alors f admet en a le DL d’ordre p :

fla+h) o Ao+ Ah+ ..+ AphP + o(hP).

On dit que le DL d’ordre p est obtenu par troncature du DL d’ordre n.

\.

Soit f: I —Retael. SoitneN.
Si f admet un DL d’ordre n en a alors celui-ci est unique.

2 DL d’ordre 0 et 1, DL d’une primitive, formule de Taylor-Young

2.a DL d’ordre 0 et 1

Soit f:I —-Retae€el.
f admet un DL d’ordre 0 en a < f est continue en a
Dans ce cas, ce DL est f(x) = fa)+o(1).

r—a

\.

Soit f: I —-Retael.
f admet un DL d’ordre 1 en a < f est dérivable en o
Dans ce cas, ce DL est f(x) = fla)+ f'(a)(x — a) + o(x — a).




2.b

\.

~ Proposition.

DL d’une primitive

Soit f:I —Retael.Soit n €N,

On suppose que f admet un DL d’ordre n en a : f(z) = 3 (= a)f 4 o((x — a)™).
r—a k=0

Soit F' une primitive de f. Alors F admet le DL d’ordre n + 1 en a suivant :
_ k+1 +1
F@) =, Fa)+ ¥ Ayl — ot +o(@ - a)"H),

~ Proposition.

2 3

*SOitHEN*.ln(l—Fx) jox—%+%_ _____ +(_1>n lx —i-O( )

23 5

— Soit n € N. arctan(z) =, -5t s T G D o(x?" 1)
x

Démonstration.
— Soit n € N*.  — In(1 + z) est une primitive de z — ﬁ

— Soit n € N. La fonction arctan est une primitive de x +—

2.c

.

,—[Théoréme (Formule de Taylor—Young).w

H% = l—2422—. .+ (=)t 4 o(z™ 1)

Par DL d’une primitive, In(1+z) = In(1)+x — ﬁ + L — (D) 4 o(a™)
z—0

In(l+ ) iox—%—i—%— ..... + (=1)"1E + o(a)

_1
1+22
2

— — _ n,n n
z = 0et1+y—>1 Y492 — ..+ (=1)"y" + o(y")

Wmiol_x +xt =20 4+ (=D)"2? + o(z 2")

donc

z7

Par DL d’une primitive, arctan(z) = arctan(0) +z — % ? +E -+ (D)

3 5 7 2n+1
arctan(x) Tt S+ E - ()G ol 2n+1)

Formule de Taylor-Young

J

Soit f: I - Retael. Soit ne N*. On suppose que f est n fois dérivable.

Alors f admet en a le DL d’ordre n suivant : f(x) =, kzo %(m —a)* +o((x —a)?)

~ Proposition.

Soit n € N.
— exp(x) = 1+z+4 22+ 23+ .+ Ja" + o(2")
— Soit a € R.
(1+x)a _ 1+am+a(a'—1)x2+a(a 1)(a 2) 3+ +cx(a—1)(a—2')...(a—n+1)
z—0 2 n

x"+o(x™)

Démonstration. Placons dans le cas n € N* (nécessaire a I’application de la formule de Taylor-young).

— exp est indéfiniment dérivable. exp’ = exp donc pour tout k € N, exp®) = exp.

exp est n fois dérivable donc, d’aprés la formule de Taylor-Young



" exp®) (0

eap(a) = 3 “Pprak +o(a")

=0 1=
exp(z) = > %xk + o(z™)
f:]0, +oo[— R définie par f(z) = z¢ est indéfiniment dérivable. Pour tout z € R :
/() = ozl
7/(z) = afa — 1ao!
f"(z) = a(a = 1)(a - 2)2°7?

pour tout k € N*, f#)(z) = a(a — 1)(a — 2)...(a — k + 1)z> %
f est n fois dérivable donc, d’aprés la formule de Taylor-Young,

f+h) = Z %hk + o(h™)

fA+z) = Z f( ) x* + o(2™) (variable muette)
—0

xT

(14+2z2)* = 1+ Z ao—1)(a ,3.) (a_k+1)xk+o(x”)

x—0

Le cas n = 0 peut s obtenlr par continuité en 0.

— Proposition.

Soit n € N.
2n
— cos(x) = 1-— % + % s (_1)n(ﬂg 3l o(z2"+)
. 3 5 2n+1
—sin@) Se-GrbE ot (_1)n(§n+1)v +o(z?"*)
2 4
—ch(z) = 1+ F+G++5 (%), + o(z2t1)

DJ

2n+

— sh(z) = m+3,+5.+ -+ Gy T 0@

\.

~ Proposition.

tan(x) = x4+ %:1:3 + o(x?)

x—0

Démonstration. tan est trois fois dérivable donc, d’aprés la formule de Taylor-Young,

3 .
tan(z) = > Bk 4 o(s3)

tan(x) = tan(0) + tan’(0)z 4+ tan’ ( )2 + tan’”(o) 23 + o(2?)

tan(0) =0

tan’ = 1 + tan?, tan’(0) = 1

tan” = 2tan tan’ = 2tan(1 + tan?) = 2(tan + tan?), tan”(0) = 0

tan” = 2(tan’ + 3tantan’) = 2tan’(1 + 3tan?) = 2(1 + tan?)(1 + 3tan?), tan”’(0) = 2
tan(x) =7 + 123 + o(23)
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3.a

.

,—‘ Proposition. \

Opérations sur les DL

Somme et multiplication par un réel

Soit f: I —-R,g: I —>Retacl SoitneN.

On suppose que f et g admettent des DL d’ordre n en a :

fla+h) = P(h)+o(h") et gla+h) = Q(h)+o(h")
h—0 h—0

Alors f + g admet en a le DL d’ordre n suivant :

Alors f(a+ h)+ g(a+ h) o P(h) + Q(h) + o(h™)

,—‘ Proposition. \

Soit f: I —Retael. Soit A € R. Soit n € N.
On suppose que f admet un DL d’ordre n en a :
fla+h) o P(h) + o(h™)

Alors Af admet en a le DL d’ordre n suivant :
Alors Af(a+ h) o AP(h) + o(h™)

3.b

Produit

,—{ Proposition. \

Soit f: I —-R,g: I —-Retael. SoitneN.
On suppose que f et g admettent des DL en a d’ordre n :
fla+h) = P(h)+o(h™) et gla+h) = Q(h)+ o(h™)
h—0 h—0
Alors f x g admet en a le DL d’ordre n suivant :
fla+h)g(a+h) o T(h) 4+ o(h™) ou T est la troncature de P x @ a l'ordre n.
%
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