Résumé du chapitre 30: espaces vectoriels
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1 Espace vectoriel (ev)

1.a Définition
1.b Exemples

1.c Propriétés algébriques
2 Familles finies de vecteurs

3 Sous-espace vectoriel (sev)

3.a Définition

B~ W w W N /= - — = =

[S1 B2 BTG

— Définition.

Soit £ un K-ev.
On appelle sev de E tout ensemble F' tel que :
— FCFE
— Y(z,y) € F?2, x +y € F (F est stable pour la somme)
— VA eK,Vx € F,\-z € F (F est stable pour la multiplication par un scalaire)
— Vz € F,—x € F (F est stable par passage a 'opposé)
— O0g e F
Dans ce cas, F' muni des loi induites par + et - est un K-ev.




,—[Proposition (Raccourci pour montrer que F' est un sev de E)} N

Soit £ un K-ev et F' un ensemble. On suppose que :
— FCFE
— V(O p) eREV(z,y) e F2 N -2 +pu-yeF
(F est stable par combinaison linéaire de deux vecteurs)
— Og e F
Alors F est un sev de E

3.b Sev engendré par une famille finie de vecteurs

,—[Déﬁnition—Propriété.] .

Soit E un K-ev. Soit F = (x1, ..., ) une famille de vecteurs de E.
On note Vect(xy, ..., x,) 'ensemble des combinaisons linéaires de z1, ..., z,.

ey o) — {kfl Ak - 25|, ooy An) € KV

Vect(x1,...,x,) est un sev de E.
On dit que Vect(zy, ..., x,) est le sev de E engendré par les vecteurs 1, ..., Zy,.

Démonstration.
— Vect(xy1,...,xn) CE
— Soit (A, u) € K2. Soit (z,y) € Vect(z1, ..., x,)?. Montrons que A -z + p -y € Vect(z1, ..., 7).

n

x € Vect(xy,...,z,) donc il existe (A1, ..., Ap) € K" tel que x = > Mg - xp,

k=1
n
y € Vect(zy,...,x,) donc il existe (1, ..., tin) € K™ tel que y = > pp - xx
Aztpey =A( 30 Meww)+pe (0 k) = 20 (A (Aeap) - (pe-xx)) = D0 (AN +ppg) 2.
k=1 k=1 k=1 k=1
Pour tout k € [[1,n]], posons oy = A\ + ppg

[
n
Ax+p-y=>Y ap-zpdonc \-xz+ p-y € Vect(xy,...,xy).
k=1
— Montrons que 0g € Vect(x1, ..., xy).
n

Pour tout k € [[1,n]], posons A\, = 0. 0g = > A; - 2. Donc O € Vect(xy,...,xy)
k=1
Donc Vect(x1,...,x,) est un sev de E.

Proposition.

Le sev engendré par une famille finie de vecteurs est invariant opération élémentaire.

3.c Opérations sur les sev

Proposition.

Soit E un K-ev. Soit F' et GG des sev de E. Alors FFN G est un sev de E.




,_[Déﬁnition-Propriété.] .

Soit E un K-ev. Soit F et G des sev de E.
On pose F' + G = {z1 + z2|(z1,22) € F x G}.
F + G est un sev de E.

On dit que F + G est la somme de F et G.

. J

Démonstration.
— F+GCE
— Soit (A, ) € K2, Soit (x,y) € (F + G)2. Montrons que A -z + -y € F +G.
x € F + G donc il existe (x1,22) € F X G tel que x = x1 + 9.
y € F 4+ G donc il existe (y1,y2) € F X G tel que y = y1 + ya.
ANxtp-y=X-(wr+z2)+p- (+y2) =N -c14+p-y1)+ N 22+ p-yo)
A-xy+p-yp € F car (:cl,yl)EFQ et I est un sev de F
Ao+ p-y2 € G car (z2,12) € G? et G est un sev de F
Posons z1 = A-x1+pu-yr et zo =X-xo+ - yo.
Ax+p-y=z+z2et(z1,20) EFxGdonc \-x+p-yeF+G.
— Montrons que Og € F'+ G
O =0g+0g.0g € Fcar Fsevde E. Og € G car GG sev de E.
En prenant 1 = Og et 2 = Op, on obtient 0 = x1+x2 et (z1,22) € FXG. Donc 0 € F+G.
Donc F' + (G est un sev de FE.
]

4 Familles libres, familles génératrices et bases

4.a Famille libre
~— Définition. N

Soit E un K-ev. Soit F = (x1,x2, .., Z,,) une famille de vecteurs de FE.

On dit que F est libre (ou que les vecteurs x1,...,,, sont linéairement indépendants) ssi :
V()\l,)\g, ,)\n) EK", M x14+ X204+ .. Xy 2n=0p=XA=X=...=X, =0

On dit que F est liée (ou que les vecteurs z1,...,x, sont linéairement dépendants) ssi F
n’est pas libre ssi :

(A1, A2, oo, An) €K™ Ap-x1+ Ao o+ 4+ Ay = 0p et A1, Ag, ..., A, ne sont pas tous nuls

. J

— Proposition. N

Une famille de vecteurs est liée ssi au moins un de ses vecteurs est combinaison linéaire
des autres.

. J

— Proposition. \

Soit E un K-ev. Soit F = (x1, ..., ) une famille de vecteurs de E.

F est libre

S V(AL o An) € K™ V(g ooey i) € K7,

AT A e Ay Ty = 1T F e o T = (AL e An) = (1, ey i)

(lorsqu’un vecteur s’écrit sous la forme d’une combinaison linéaires des vecteurs x1,...,x,,
les scalaires sont uniques)

\. J

Démonstration. Montrons ”<". Supposons V(A1, ..., A\p) € K", V(1 ..o, tin) € K" A1 - 21 4+ oo + Ay -
Ty = 11+ oot i Ty, = (A1, -, An) = (@1, .oy pin). Montrons que F est libre. Soit (A, ..., Ap) € K"



On suppose que A1 -1+ ...+ A 2, =0g. My 21+ ...+ Ay -2, =0-21 4+ ... + 0 - z,, donc par unicité
(A, -y An) = (0,...,0). Donc A\; = ... = A\, = 0. Donc F est libre. Nous avons montré ”<".
Montrons ”=-". Supposons que F est libre. Soit (A1, ..., A\p) € K" et (pu1, ..., ) € K. On suppose
M1 F oAy Ty = 1 -1+ o oy s Ty Alors (A — 1) s 21+ oo+ (A — pin) -y = 0p. Or F est
libre. Donc A\ — 1 = ... = Ay — i, = 0. Done Ay = pug, ooy Ay = . Done (A, ., An) = (L1 ey fon)-
Nous avons montré ”=".
Par double implication, nous avons montré I’équivalence.

Proposition.

Toute sur-famille d’une famille liée est liée.
Toute sous-famille d’une famille libre est libre.

4.b Famille génératrice

—~ Définition. \

Soit E un K-ev. Soit F = (x1, ..., z,) une famille de vecteurs de FE.

On dit que la famille F est génératrice de E (ou que les vecteurs 1, ..., x,, engendrent E')
ssi :

Ve € E, H(Al,...,kn) EK", x=A -1+ X 2o+ ...+ A - Ty,

(tout vecteur de E s’écrit sous la forme d’une combinaison linéaire des vecteurs 1, ..., ;)

. J

— Proposition. \

Soit £ un K-ev. Soit F = (x1, ..., z,) une famille de vecteurs de E.
F est génératrice de F < E = Vect(x1,...25)

. J

— Proposition. \

Toute sur-famille d’une famille génératrice d’un ev est génératrice de cet ev.

4.c Base
~— Définition. N

Soit E un K-ev. Soit F = (x1, ..., z,) une famille de vecteurs de FE.

On dit que F est une base de E ssi :

Vx € F, 3'()\1, . )\n) eK"z=A-214+ ...+ -2y

(tout vecteur vecteur de E s’écrit de maniere unique sous la forme d’une combinaison
linéaire de 1, .., ;)

Dans ce cas, les coordonnées d’un vecteur x € E dans la base F sont les uniques scalaires
AL, Ap telsque z = A -z + ...+ Ay - X

\. J

—~ Proposition. \

Soit E un K-ev. Soit F = (x1, ..., z,) une famille de vecteurs de FE.
F est une base de F < F est libre et génératrice de F




5 Sevs engendrant ’ev, sevs en somme directe, sevs supplémentaires

5.a Sevs engendrant ’ev

— Définition. N

Soit E un K-ev. Soit F' et G des sev de E.

On dit que F et G engendrent F ssi :

Ve € E,3(x1,22) € F X G,x = x1 + =2

(tout élément de E s’écrit sous la forme d’une somme d’un élément de F' et d’'un élément

de G)

. J

— Proposition. \

Soit E un K-ev. Soit F' et G des sev de E.
F et G engendrent ¥ < E=F+G

5.b Sevs en somme directe

— Définition. N

Soit E un K-ev. Soit F' et G des sev de E.

On dit que F' et G sont en somme directe et on note F'+ G = F & G ssi :

V(wl,mg) e F x G,V(yl,yg) eEFxG,x1+x0 = Y1 + Y2 = (1'1,:(}2) = (yl,yg)

(lorsqu’un vecteur s’écrit sous la forme d’une somme d’un élément de F' et d’un élément
de G cette écriture est unique)

\. J

— Proposition. N

Soit £ un K-ev. Soit F' et G des sev de E.
F et G sont en somme directe & FNG = {0g}

\. J

Démonstration. Montrons ”=-". Supposons F' et G en somme directe. L’inclusion {0} C FNGE
est évidemment toujours vérifiée. Montrons que F NG C {0g}. Soit x € FNG. 2+ 0 =0 +
et (z,0g) € F x G et (0g,z) € F x G donc par unicité (z,0g) = (0g,z) donc x = 0g. Donc
F NG c {0g}. Par double-inclusion, F NG = {0g}. Nous avons montré ”=-".

Montrons ”<". Supposons F NG = {0g}. Soit (z1,22) € F x G et (y1,y2) € F x G. On suppose
T1+To=y1+ys. x1—Y1=Yo—To. x1—y1 € Fcarxy € F,y; € Fet Fsevde E. yo —x9 € G car
22€G,yp € GetGsevde E.x1—y; =y2—x2 € FNG et FNG = {0g} donc z1 —y; = yo—22 = 0p
donc 1 = y;1 et x9 = yo done (x1,x2) = (y1,92). Donc F et G sont en somme directe. Nous avons
montré 7 <",

Par double implication, nous avons montré 1’équivalence. ]

5.c Sevs supplémentaires

— Définition. N

Soit £ un K-ev. Soit F' et G des sev de E.

On dit que F' et G sont supplémentaires dans E et on note £ = F ® G ssi :

Ve € B, (x1,22) € F X G,x = 11 + 22

(tout vecteur de E s’écrit de maniére unique comme somme d’un vecteur de F' et d’'un
vecteur de G)




Proposition.

Soit E un K-ev. Soit F' et G des sev de E.
E=FdG&E=F+GetFNG={0g}.




