Résumé du chapitre 38: déterminant
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1 Application linéaire selon chaque variable, alternée, antisymétrique

— Définition. N

Soit f : E" — K.
Soit ¢ € [[1,n]]. On dit que f est linéaire selon la i-ieme variable ssi :
V(.Z‘l, ey Ti—1, T4 1, ,$n) & Enfl,
V(z;, x}) € E?,
F(Z1y 000 Ti1, T & Thy Tip1y -0 )
=5 f(.%‘l, ooy L1y Ly i1y oeny .Z‘n) + f(l‘l, caog dBG—ilg $,/L-, 8311 5 coog l‘n)
VA ek, Vz; € E,
f(:El, veey Lj—1, A Ly Li41y ey l‘n) = )\f(l’l, cees Lj—1,Ljy Ti+1, ,l'n)
On dit que f est alternée ssi :
pour tout (z1,...,x,) € E",
si deux des vecteurs x1, ..., &, sont égaux alors f(x1,...,x,) =0
On dit que f est antisymétrique ssi :
pour tout (i,j) € [[1,n]]* tel que i < j et pour tout (1,...,Ti,...,Tj, ..., Tn) € E,
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2 Définition du déterminant d’une matrice carrée
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Cas n=2:

Cas n=3:

— Définition.

A toute matrice carrée A =

Q1n

)

an,n

®

ail ... Qin

an,1 --- GQnpn

défini par une formule dépendant des coefficients.

1
= )\1”2'}\2“1

= Al” 2"3+A2”3\’1"-)‘3”1\)2'A3|’|2\’1')‘1l’I 3\)2')‘2|‘I V3

(régle de Sarrus)

on associe un scalaire det(A) aussi noté

3 Déterminant d’une famille de n vecteurs dans une base d’un

de dimension n

3.a Définition

,—[Déﬁnition—Propriété.w

ev

J

\.

On pose n = dim(FE). Soit B = (eq, ..., e,) une base de E. Il existe une unique application
detp : E™ — K linéaire selon chaque variable et alternée telle que detg(eq, ...,e,) = 1.

.

— Proposition.

On pose n = dim(FE). Soit B = (ey, ..., e,) une base de E. Soit F = (x1, ...
de vecteurs de E. Alors detg(xy, ..., x,) = det(Matg(xy, ..., x,)).

, T,) une famille

— Proposition.

On pose n = dim(E). Soit B = (e, ..., e,,) une base de E. Soit f : E™ — K linéaire selon
chaque variable et alternée. Alors il existe un unique C' € K tel que f = C' - detg, qui est

C= f(el,

> @




3.b Propriétés

Proposition.

On pose n = dim(E). Soit B = (ey, ..., ep) une base de E. Soit F = (z1, ..., ¥,) une famille
de vecteurs de E. F est une base de E < detg(x1,...,x,) # 0.

4 Déterminant d’un endomorphisme d’un ev de dimension finie

4.a Définition

,—[Déﬁnition-Propriété.} \

On pose n = dim(E). Soit f : E — E un endomorphisme. Il existe un unique scalaire
det(f) tel que pour toute base B = (eq,...,e,) de E et toute famille F = (x1,...,x,) de
vecteurs de E, detp(f(x1), ..., f(zyn)) = det(f)detg(z1, ...xn).

\. J

~— Proposition. \

Soit f € L(F). Soit B une base de E. det(f) = det(Matg(f)).

4.b Propriétés

— Proposition. \

-Pour tout (f,g) € L(E)?, det(go f) = det(g) x det(f).
-det(IdE) =1
- Pour tout f € L(E), f bijectif < det(f) # 0

5 Propriétés du déterminant d’une matrice carrée

5.a Propriétés sur les colonnes
,—‘ Proposition. \

Effectuer une dilatation de rapport A sur une colonne d’une matrice
multiplie le déterminant par .

Effectuer une transvection sur les colonnes d’une matrice

ne modifie le déterminant.

Effectuer une transposition sur les colonnes d’une matrice

multiplie le déterminant par —1.

Proposition. N

Le déterminant d’une matrice triangulaire inférieure est le produit de ses coefficients dia-
gonaux.




5.b Propriétés algébriques

,—‘ Proposition. \

-Pour tout (A, B) € M,,(K)?, det(AB) = det(A)det(B).
-det(I,) =1
-Pour tout A € M,,(K), A est inversible < det(A) # 0

\. J

~ Proposition. \

Soit A € M, (K). det(A") = det(A).

5.c Propriétés sur les lignes
~ Proposition. \

Effectuer une dilatation de rapport A sur une ligne d’une matrice
multiplie le déterminant par .

Effectuer une transvection sur les lignes d’une matrice

ne modifie le déterminant.

Effectuer une transposition sur les lignes d’une matrice

multiplie le déterminant par —1.

. J

— Proposition. \

Le déterminant d’une matrice triangulaire supérieure est le produit de ses coefficients
diagonaux.

5.d Formules de développement

— Proposition. \

Soit A = (aij)(ij)e[1,7))2 une matrice carrée de taille n.

Pour tout (i, 5) € [[1,n]]?, on note A; ; le déterminant de la matrice carrée de taille n — 1
obtenue en supprimant la i€ ligne et la j°™¢ colonne de A (A;; est appelé le mineur
d’indice (7,7) de A).

Soit j € [[1,n]]. det(A) = f(—l)iﬂ’ai,in,j.

(formule de développemerit: iiu déterminant de A par rapport a la j-iéme colonne)
Soit i € [[1,n]]. det(A) = Y- (~1)*Haz; A

(formule de développemerjlt_ 1du déterminant de A par rapport a la i-ieme ligne)




