Résumé du chapitre 40: espaces probabilisés finis

Table des matiéres

1

2

2

Epreuve aléatoire et univers

Evénements

2.a Définition . . . . . . L
2.b Opérations . . . . . . L e
2.c Systeme complet . . . ..o

Mesure de probabilité

3.a Définition . . . . . . .. e

3.b Une mesure de probabilité est uniquement déterminée par les probabilités des événements
élémentaires. . . . . . ... e e e

3.c Propriétés . . . . . L e

Probabilités conditionnelles

Formules

5.a Formule des probabilités totales . . . . . . . . . . ... ... ..
5b Formulede Bayes . . . . . . . .. e
5.c  Formule des probabilités composées . . . . . . . . ..o
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Epreuve aléatoire et univers

Définition.

On appelle univers ’ensemble 2 des résultats possibles d’une épreuve aléatoire.

Evenements

2.a Définition

— Définition. N

On appelle évenement toute partie A de Q. L’ensemble des éveénements est donc P(€2).
On appelle événement impossible I’évenement ().

On appelle événement certain 1’évenement §2.

On appelle événement élémentaire tout singleton {w} ou w € Q.
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2.b Opérations

— Définition. \

Soit A un évenement.

On appelle éveénement contraire de A 1’évenement A = 0 A.

Soit A et B deux événements.

On appelle évenement ” A ou B” ’évenement A U B.

On appelle évenement ” A et B” I'évenement A N B.

A et B sont dits incompatibles ssi A et B sont disjoints i.e. AN B = (.

2.c Systéme complet

— Définition. N

Soit (A;)ier une famille finie d’événements.

On dit que (A;);er est un systéme complet d’évenements ssi (A;);e; est une partition de
Qie Yw e Q,3li € I,w € A; (quel que soit le résultat de ’épreuve aléatoire, un et un
seul des évenements A;, i € I va se produire).

. J

,—‘ Proposition. \

Soit (A;);er une famille finie d’évenements.
(A;)icr est un systeme complet d’évenements

& U A; = Q et les évenements A;,7 € I sont deux a deux incompatibles
el
(le. V(i,j) € I?i# j= A;NA; =0)

3 Mesure de probabilité

3.a Définition
— Définition. \

On appelle mesure de probabilité sur P(2) toute application P : P(2) — [0, 1] telle que :

— P0)=0
— Si A et B sont deux évenements incompatibles alors P(AU B) = P(A) + P(B).
— P() =1

3.b Une mesure de probabilité est uniquement déterminée par les probabilités
des éveénements élémentaires.

Proposition.

Soit P une mesure de probabilité sur P(£2).

Pour tout évenement A, P(A) = %:AP({w}). %:Q P{w}) =1.




— Proposition. \

Soit (uy)uen une famille de réels positifs tels que > w, = 1. Alors il existe une unique
we
mesure de probabilité P sur P () telle que pour tout w € Q, P({w}) = uy,.

\. J

— Proposition. \

Il existe une unique mesure de probabilité sur P(€2) pour laquelle les événements

élémentaires sont équiprobables. Pour cette mesure, la probabilité commune aux

évenements élémentaires est m et la probabilité d’'un évenement A est gZiﬁEAi (quo-

tient du nombre de résultats favorables & A divisé par le nombre de résultats possibles).

3.c Propriétés

Proposition.

Soit A un évenement. P(A) =1 — P(A).

Démonstration. 2 = AU A et A et A sont incompatibles (i.e. AN A = @) donc P(2) = P(AU A)
P(A) + P(A). Or P(Q2) = 1. Donc P(A) + P(A) = 1. Donc P(A) =1 — P(A).

,—‘ Proposition. \

Soit A et B des évenements tels que A C B. Alors P(A) < P(B). (croissance)
De plus P(B\ A) = P(B) — P(A).

. J

~ Proposition. \

Soit A et B des éveénements. P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).

. J

~— Proposition. \

Soit (A;)ier une famille finie d’évenements. On suppose les évenements A;,i € I deux a
deux incompatibles (i.e. ¥(i,7) € I?,i # j = A; N A; = (). Alors P U A;) Z P(A
iel iel

. J

— Proposition. \

Soit (A;)ier un systeme complet d’évenements. Alors > P(4;) = 1.
el

. J

Démonstration. = U A; et les A;,i € I sont deux a deux incompatibes donc
el

=P(|J4) =D P(4). Or P(Q) =1. Donc 3 P(4;) = 1.

i€l iel el



4 Probabilités conditionnelles

,—[Déﬁnition-Propriété.} \

Soit A et B deux évenements. On suppose P(B) > 0.
On appelle probabilité de A sachant B le quotient P(A|B)
Ainsi P(AN B) = P(A|B)P(B).

_ P(ANB)
- P(B) -

\. J

—~ Proposition. \

Soit B un éveénement. On suppose P(B) > 0. L’application P : P(€2) — [0, 1] définie par
Pp(A) = P(A|B) est une mesure de probabilité.

5 Formules

5.a Formule des probabilités totales

Proposition.

Soit (A;)ier un systeme complet d’évenements. On suppose pour tout i € I, P(A;) > 0.

Soit B évenement. P(B) = Y P(BNA;) =Y P(B|A;)P(A4;) (formule des proba totales).
iel el

Démonstration. (A;)icr est un systéme complet d’événements donc U A; = Qetles A;,i € I sont
i€l
deux a deux incompatibles. U(BOAZ-) =BnN (U Ai))=BNQ =B (car BC Q) etles BNA;, i€l
i€l i€l
sont deux & deux incompatibles (car pour tout (i,;) € I? tel que i # j, (BN A;)N (BN A;) = (BN
B)N(A;NA4;) = BN =0). Donc P(B) = P(| J(BNA;))) =Y P(BNA;) =) P(B|A;)P(4;). O

el i€l el

,—‘ Proposition. \

Soit A un événement. A et A forment un systéme complet d’événements.
En particulier, d’apres la formule des probabilités totales,

en supposant P(A) > 0 et P(A) > 0, pour tout événement B,
P(B)=P(BNA)+ P(BnA)= P(B|A)P(A) + P(B|A)P(A).

. J

Démonstration. Q@ = AU A et A et A sont incompatibles i.e. AN A = (. Donc A et A forment un
systeme complet d’évenements. O

5.b Formule de Bayes

Proposition.

Soit A et B deux éveénements. On suppose P(A) > 0 et P(B) > 0.

Alors P(A|B) = % (formule de Bayes).

(ANB) _ P(BNA) _ P(B|A)P(A)

Démonstration. P(A]B):PP(B) = pmE = 0




5.c Formule des probabilités composées

— Proposition.

Soit Ay, ..., Ay, des événements. On suppose P(A,_1N...N A7) > 0.
P(An NA,_1...N Al) = P(An|An,1 Nn...N Al)P(An,ﬂAn,Q N...N Al)P(A2|A1)P(A1)
(formule des probabilités composées)

\.

Démonstration. P(A, N Ap_1...N A1)
= P<A7L|An,1 Nn...N Al)P(An,1 n...N Al)
= P(An‘An_l Nn...N Al)P(An_1|An_2 n..N Al)P(An_Q N...N Al)

= P(An‘An_l n...N Al)P(An_lyAn_Q n...N Al)P(A2|A1)P(A1)

6 Evenements indépendants

— Définition.
Deux évenements A et B sont dits indépendants ssi P(AN B) = P(A)P(B).

\.

— Proposition.

Soit A et B deux éveénements. On suppose P(B) > 0.
A et B sont indépendants < P(A|B) = P(A).

\.

— Définition.

Soit (A;);er une famille finie d’événements.
On dit que les évenements A;, ¢ € I sont mutuellement indépendants ssi pour tout ensemble
d’indices J inclus dans I, P(ﬂ A;) = HP(Ai)
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