- Dans cette partie, on note E Vensemble R\Z, c’est-3-dire I'ensemble des réels non entiers.
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1. Pour tout a € E, soit &, la fonction définie sur [O, 3] par: &(z) = sinz 2
0 siz=10
a) Montrer que la fonction @, est continue sur |0, 2\ Qérivable sur |0, “| et que la fonction € est continue
q LRE 2 e

- :
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aur |0,
b) Montrer que la fonction &, est cérivable en 0 et que &(0) = ~2a%.

¢) Pour tout z € }O, g] calculer &(z) et déterminer 1'1mo 3, (z).
o

"d) Bn déduire que la fonction @! est continue sur {O, %}
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9. Pour tout n € N, on pose : Va € E, Ty(a) = 2/ ,(t)sin ((2n+ 1)t) dt.
0

A 'aide d'une intégration par parties, établir I'existence d'un réel p > 0 tel que pour tout entier n 2 1,

ona: |[Tna)] € % - En déduire la limite de Ty (a) lorsque n tend vers +oo.
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3. Pour tout a € E, soit (In(a)), g & (Jn(0)), e les deux suites définies par :
VneN, Le)=>)
k=0 =
2)
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_Btablir pour tout a € E et pour tout k € N*, larelation : Tx(a)—Tr-1(a) = (—=1)* sin(7a) (m—i—

b) Calculer I'p(a).
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c) Etablir pour tout n € N* et pour tout a € E, I'égalité : sn:((rfli) = e +~;.Jn(a) - singﬁa)
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4. Pour tout entier n € N*, on pose : u, = (1) 57—~
. a> —n?

a) Mortrer que pour tout o € E, la série de terme général un est convergente.
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b) Etablir la relation : Va € E, Z(—l)"‘ =

2 sin(wa)
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On pose Iy = / e * dz et pour tout entier n =>1,I, —_—/ s e—xzdz:.
0 0

l.a) Etablir pour tout z € [0, 1], Pencadrement : 0 € e~2" <L

" b) En déduire que pour tout entier nature] nona:0<<I, < ! T
n+

¢) Déterminer la limite de la suite (In)nen.

2. Soit f la fonction définie sur l'intervalle [O; ) par: ¥z €[0,1], f(z)

a) Pour tout z € [0, 1], calculer f' (z).
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b) En déduire que I; = 77575

2
=¢ . On note f' la dérivée de .

. . iy o _ 2 2 “ a1y . o . . "
3.a) En utilisant 'identité 272 e™2" = gn+ly go—a” ot 3 aide d’une intégration par parties, établir pour tout

entier naturel n, la relation : Ipp = TIn -
e
b) Déterminer la limite de nl, lorsque n tend vers 4-co.
4. Pour tout entier naturel n, on pose : u, = ‘72#71 -
7l

a) Btablir 1a relation : Uptl = ?ln — iy;
2e (n+1)!
b) Donner sous forme de somme, I’ expression de fo,,.

- En déduire que : Vn € N, up=
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1 en fonction de 7.
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Calcul de la somme de la série de Riemann 3

n>1
1. Montrer que pour tout k € N*, [ (7; — :c) cos(kz)dz = :12-
2. Soit z €]0,7]. T
a) Montrer que pour tout n € N*, @ Gz = e;f: = 5;;(( % )) P

7 ' sin 7
b) En déduire que pour tout n € N*, 37 cos(kz) = — (7
k=1

3 1'ai ! i i ar parties
3. Soit 1P une fonction réelle de classe C* sur [0,7]. Montrer & 1 aide d'une integration par p

que lm fi ¥(z)sin(mz)dz = 0. )
i m—+00
g(z ) 2 n( ) si z €]0, 7]
4. Soit g la fonction réelle définie sur [0, 7] par 0)= st :
g

Montrer que g est de classe C* sur [0, 7).

n w2 ™ . r(2n41)
5. a) Montrer que pour tout n € N¥, ;,21 H=T4 Jy g(z)sin(*=5—*z)dz.
= o 2
- b) Justifier la- convergence de la série ) L. et montrer que , =5 = -

o1 n=1



