Résumé du chapitre 43: séries
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1 Définition
— Définition. N

Soit u = (Un)n>n, une suite réelle ou complexe. La série de terme général u,, n > ng est

n
notée Y, uy. Pour tout n > ng, Sp, = Uny + Ung+1 + ... +un = D ui est appelée la
n>ng k=no

somme partielle d’indice n de la série.

2 Séries convergentes

2.a Définition
—~ Définition. \

On dit qu’une série ) w, converge ssi la suite des sommes partielles (Sy,)n>n, converge.

n>ng
+oo
Dans ce cas, on appelle somme de la série et on note > wu, la limite de (Sy,)n>n,-
n=ng

On dit qu'une série diverge ssi elle ne converge pas.
On appelle nature d’une série son caractere convergent ou divergent.

,—[Déﬁnition-Propriété.} \
Soit > wu, une série convergente.
n>ngo
“+o00
Pour tout n > ng, R, = > wuy est appelé le reste d’indice n de la série.
k=n+1
Notons (Sy)n>n, la suite de sommes partielles et S la somme de la série.
—+00 n +oo
Pour tout n >ng, S =S5, + R, (ie. D upg= > up+ >, ug).
k=ng k=ng k=n+1
(Rp)n>n, converge vers 0.

W N = -

IS



Démonstration. R, =5-S5, — S—-5=0 ]

n—-+o0o

2.b Propriétés générales

~ Proposition. \

Soit Y wuy une série. Si > wu, converge alors (uy)p>n, converge vers 0.
n>ng n>ng
Par contraposée, si (up)n>n, ne converge pas vers 0 alors > u, diverge.
n>ng
Dans ce cas, on dit que la série > wu,, diverge grossiérement.
n>ng

. J

Démonstration. Supposons que Y uy converge. Notons (Sy)n>n, la suite des sommes partielles et

n>ng
n n—1
S la somme de la série. up, = > up— >, up =95 —S-1 — S—-85=0. O
k=ng k=ngo n—+00
Soit ¢ € C. On considere > ¢" (série géométrique).
n>0
Si|g| > 1, > ¢ diverge grossierement.
n>0
Si|g| <1, > q" converge et sa somme est l%q.
n>0
Démonstration.
Premier cas : |¢q| > 1.
Pour tout n € N, |¢"| = |¢|™ > 1 donc (¢")nen ne converge pas vers 0 (car si (¢")nen converge

vers 0 alors (|¢"|)nen converge vers |0] = 0 donc, par passage a la limite dans les inégalités larges,
0 > 1 ce qui est absurde). Donc > ¢" diverge grossierement.

n>0
Second cas : |q| < 1.
n n
Notons (Sy,)n>0 la suite des sommes partielles. Pour tout n >0, S, = . ¢* = 171‘17;1
k=0
1-0 _
Sy, . joo 1—q — donc ngoq converge et sa somme est q
]
,—[Proposition (linéarité).} \
Soit > w, et > wv, des séries réelles (resp. complexes) et A et u des réels (resp. des
n>ng n>ng
complexes). On suppose que ». u, et ». v, convergent.

n>ng n>ng

400 400 “+o00
Alors Y (Auy + poy,) converge et Y. (Aup + pop) =X D, U+ Y. Up.

n>ng n=ngo n=ngo n=ngo

. J

Démonstration. Notons (Sp)n>n, €t (T n)n>nO les suites des Sommes partlelles et S et T les sommes

de > wnet > wy,. Pour tout n > nyg, Z (Aug + pog) = A Z U + [ Z vg = ASp + pT},. Donc
n>ng n>no k=ng k=ng k=ng
(ASp 4 Ty ) n>n, est la suite des sommes partielles de D (Aup 4 pvy,). Or (ASy + 115 )n>n, converge

n>ng

vers AS + uT' car (Sp)n>n, converge vers S et (1,)n>n, converge vers T. Donc »  (Aup + pvy)

n>ng

+oo +oo +oo
converge et sa somme est AS + uT'. > (Aup +pvy) =AS+pul =X > up+p >, vp. O

n=ngo n=no n=no



,—[Proposition (passage a la limite dans les inégalités larges).} N

Soit > wup et Y, wy, des séries réelles. On suppose que pour tout n > ng, u, < vy,
n>ng n>ng
+oo +o00
et > wu,et Y v, convergent. Alors Y. wu, < > vp.
n>ngo n>ng n=ng n=ng
,—[Proposition (télescopage).] \
Soit (un)n>n, une suite. (un)n>n, converge < > (up — Up—1) converge.
N N n>nog+1
400
Dans ce cas, >, (up—uUp—1)= lLm uy, — tp,.
n=ng+1 n——+oo

2.c Propriétés concernant les séries a termes positifs

Proposition.

Une série a termes positifs converge ssi la suite des sommes partielles est majorée.

Démonstration. Soit Y. w, une série a termes positifs (i.e. pour tout n > ng, u, > 0). On note

n>ngo
n+1 n
(Sn)n>ne la suite des sommes partielles. Pour tout n > ng, Sp41—5, = > up— >, U = Upt1 >0
k=no k=ng
donc (Sp)n>n, est croissante. Donc, d’apres le théoreme de la limite monotone, (Sy,)n>n, converge
ssi (Sp)n>ne st majorée. Donc " wy, converge ssi (Sy)n>n, €st majorée. O

n>ng

—~ Proposition. \

Soit w € R. On considére Y -L (série de Riemann).
n>1
Si a <1 alors %:1 n% diverge (et lorsque v < 0 la divergence est grossiere).
nz
Sia>1alors Y - converge.
n>1

. J

— Proposition. \

Soit > wup et >, v, des séries a termes positifs.
n>ng n>ng
On suppose que pour tout n > ng, uy < vy.
Si > vy, converge alors > wu, converge.
nzng n>ng
Par contraposée, si > wu, diverge alors »_ v, diverge.
n>ng n>ng

Démonstration. Notons (Sp)n>ng €t (Tn)n>n, les suites de sommes partielles de Y wu, et > vy
n>ng n>ng
n

n
Pour tout n > ng, S, < T, (car S, = > ux < Y. v =T, car pour tout k € [[ng, n]], ux < vg).
k=ng k=ng



Supposons que Y, vy, converge. Alors (7},)n>n, converge donc est bornée donc est majorée donc

n>ngo

il existe M € R tel que pour tout n > ng, T,, < M. Pour tout n > ng, S, < M (car S, < T, et

T, < M) donc (Sy)n>n, est majorée. Or > wu, est a termes positifs. Donc > u, converge.

n>ng n>ng
— Proposition.

Soit Y wun et Y. vy des séries a termes positifs. On suppose que u, = O(vy).
n>ng n>ng n—+00
Si > v, converge alors > wu, converge.
n>ng n>ng
Par contraposée, si > wu, diverge alors »_ v, diverge.
n>ng n>ng

.

— Corollaire.

Soit > wup et Y, vy, des séries a termes positifs. On suppose que u,, = 0o(vy).
n2no n=ng Daaas
Si > v, converge alors > wu, converge.
n2np n2ng
Par contraposée, si > wu, diverge alors »_ v, diverge.
n>ng n>ng

.

— Proposition.

Soit > wup et >, w, des séries & termes positifs. On suppose que u,, ~  vp.

n>ng n>ng n—+00
Alors > wuy, et Y. v, sont de méme nature.
n>ng n>ng

3 Séries absolument convergentes

3.a Définition

Définition.

On dit qu’une série ) w, converge absolument ssi > |u,| converge.
n>no nzng

3.b Propriétés

— Proposition.

Toute série absolument convergente est convergente.

\.

,—[Proposition (inégalité triangulaire).}

+00 +oo
Soit Y wu, une série absolument convergente. Alors | Y wup| < D |uyl.
n>ng n=ng =

O]



