Lycée Condorcet A rendre le 10 octobre
PCSI

Formule d’inversion de Pascal

La premiére partie du probléme a pour objectif de démontrer la formule d’inversion de Pascal :
si ag,a1,...,0an,b0,b14 ...,b, sont des réels tels que

p
Vp € {0,...,n}, ap:Z<Z>bk

k=0

alors on a

Vpe{0,...,n}, b zzp:(—1)pk<z>ak

k=0

La deuxiéme est une application de la formule.

Démonstration de la formule d’inversion.

1
(1
1. Montrer qu’on a, pour tout entier ¢ > 1 E (—1)Z< ) = 0.
i
i=0

—k
2. (a) Montrer que, pour tous entiers k, ¢ et p tels que £k < ¢<p, on a (p) (Z) = (Z) <p >

P
(b) En déduire, pour tout entier p et tout entier k < p, on a Z(—l)q <p> <q> =0.

(¢) Que vaut zi:k(_l)q <p) <Z) Sout b — p? a=k

q
3. Démonstration de la formule d’inversion
p p k
k
(a) Justifier qu’on a Z(—l)pfk <£> ap = ZZ(—l)pfk (i) (z)bl
k=0 k=0 i=0
(b) Reéécrire I’égalité précédente a ’aide une intervertion de sommes.

(c¢) Finalement, démontrer la formule d’inversion de Pascal donnée dans l’introduction du
probléme.

Application
P
Soit p € N. Déterminer la valeur de Z(—l)p_k(k: +1)2k <Z> .
k=0
Quelques systémes

1. Soit n € N. On cherche a résoudre des systémes linéaires a (n+ 1) inconnues notées xg, z1, ...

. Qe+ Qe+ Qb Qa =1
Wz + Qo+ Go2 + o+ ()

(a) Résoudre (g)wo ) + (’1))»’131 + (z;)m o+ (g)xn = (p+1)2°
(Mo . + Nz + B)zz + - + (Do = (n+1)27



(b)

Résoudre

() =O)ao + -+ (GED-I)m + o+ (D= 60)e =

WH—@ﬁo+~-+«mw@mﬁk+~~+«mwxmﬁn:

«T>@ﬁo+m+mmmm@+~~+(wbumﬁn=

Indication : on pourra enlever & chaque ligne (sauf la derniére) la ligne suivante.

Correction :

1. Soit £ un entier supérieur & 1. On reconnait :

2. (a)

(b)

Soient k, q et p entiers tels que k < g < p.

On @ (Z) - q!(zop‘i 9)! fe!(qqi ! (: _(p;J' q>£i(q —k)! k!(ppi_ bl —(Zij : DI
done (5) (/i) N k!(pp; k) ((p— k) —qu - k.))!(q —k) <Z> <Z - ’f>

Soit p entier et k < p.

k k

n2n+1 +1

n2n+1 _ (p_ 1)

(n+1)2m.

—k
Par la question précédente, on a, pour tout entier ¢ tel que k < g < p, (p) <q> = <p> <p >
q

q—k

Ainsi ; zp:(—l)q@) <Z> - zp:(—nq(z) (Z - :) - <z> zp:(—1)‘1<§ - Z) et donc, par changement

q=Fk q=k q=k

d’indice (le nouveau ¢ correspond a l'ancien ¢ — k), on obtient :

q:k‘ q:(]

ros=pans S () ) =2 () () - v () ) -

a=k q=p
Soit p € {1,...,n}.

k
k
On sait par I’énoncé qu’on a, pour tout k € {1,...,p}, ax = E ()bz Ainsi :
: i

Zi:(—np—k (Z) ap = i(—np—k <Z> Z; <’;) by — ij Sy <Z> <1:> b

k=1 k=1 k=11i=1

p PP
En intervertissant les sommes on obtient pour p € {1,...,n}, Z(—l)p_k (i) ap = Z Z(—l)p_k <z> < ,

k=1

() - (O Zr () 5o ( ) e () oo



(c) Pour p € {1,...,n}, on a, par ce qui précéde,

Sy (o S ) e S Q- S Q)

k=1 =1 k=1 i=1 k=1

k
Or, par la question 77, on a E (—1)’“(2) <> =0pour i€ {k,...,p— 1} et, par la question ??, on
i
k=i

a kz”;(_l)k <Z> <’:> — (~1) pour i = p.

P
P k(P
On en déduit : kg_l(—l)p (k> ap = (=1)Pb,(—1)P = by.
Ceci étant déemontré pour tout p € {1,...,n}, on a bien établi la formule d’inversion de Pascal.

1. Notons cette somme S),. On a :

S, = ( DP=F(k +1)2%(%)
k=0
P
= (kzo 1)P=F2k (P) + Z( )pkak(i)) par linéarité
N P
= ((2 P4+ > (= 1)p_""k:2k (k)) (binome de Newton)
k=0
P
= <1p + Y (—1)PFE2k (z)) (le premier terme de la somme est nul)
k=1
P
= (1 + S (—1)PFp2k (ij)) (formule binoémiale sans nom)
k=1
P
= <1 +2p kzl(—l)(pfl) (k=1)gk=1(p— i)) par linéarité
= <1 +2p(2 — 1)p_1) (binéme de Newton)

= 2p+1

p

Autre méthode : pour « € R on note f(z) = (z — 1)P = > (=1)P"*2*(?) d’aprés le binome de Newton et
k=0

g(x) = zf(x). Comme c’est un polynome, g est dérivable sur R et pour x € R on a ¢'(z) = f(z) + zf'(x),

P
ie ¢'(z) = (z — 1)P + pz(z — 1)P~1. Mais par ailleurs on a g(z) = > (=1)P*2*T1(?) et donc on a

p p

g (z) = > (-1)P"*(k+1)z*(). Donc pour tout réel z on a > (=1)P*(k+1)z*(}) = (x—1)P+pz(z—1)P~"
k=0 k=0

et en évaluant en = 2 on obtient S, = (2 —1)P +px 2 x (2— 1P~ =2p + 1.

1. Le systéme est triangulaire mais avec la formule d’inversion de Pascal on évitera tout calcul supplé-

mentaire. En effet notons, pour 0 < p < n, b, = x, et a, = (p + 1)2P. Le systéme se reformule en
P P
Vp e {0,...,n}, ap = Z <Z> bi, donc par inversion de Pascal Vp € {0,...,n}, b, = Z(—l)p_k <Z> ay, ie
k=0 k=0
P
Vpe{0,...,n}, x, = Z(—l)p*k (Z) (k+1)2"1 = 2p + 1 d’apres la question précedente.
k=0
2. Notons Lo, Ly, ..., Ly les lignes de ce systéme.

Tout d’abord avec la formule de Pascal (pas l'inversion, celle du triangle), on observe que la ligne L,
est la méme que celle du systéme précédente.

Par ailleurs, pour p < n, l'opération élémentaire L, < L, — L,41 transforme L, en la P ligne du



systéme précédent. En effet, le coefficient de xj, dans L, — L,11 est (avec la formule de Pascal du triangle)

n+1\ P _ n+1\ (p+1 _(pr+1\ P _(p
k+1 k+1 k+1 k+1)) \k+1 k+1)  \k
et le second membre de L, — Ly est

(n2n+1 _ (p—l)Qp) _ <n2n+1 _p2p+1) = p2p+1 — (p—1)2° = (2p — (p—l))2p =(p+1)2°

L’ensemble des solutions est donc le méme : Vp € {0,...,n}, z, =2p+ 1.



