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Exercice 1. Intégrales d’Euler
Pour p et ¢ deux entiers naturels, on note

I(p,q) :== /0 tP(1 —t)? dt.

1. En posant le changement de variable u = 1 — ¢, démontrer que pour tout couple d’entiers (p,q) € N2, I(p,q) =
(g, p)-

2. Démontrer
Vp,geN (p+1)I(p,g+1)=(¢+1)I(p+1,q).

@

(a) Calculer I(p,0), pour un entier p donné.

(b) Démontrer que si p et ¢ sont deux entiers naturels, on a

plq!

I(p,9)2m~

4. Pour p,q € N, on pose
/2
J(p,q) = / (sin 0)*""" (cos 0)%1 do.
0

A P’aide d’un changement de variable bien choisi, démontrer ’égalité

J(p,q) = %I(p,Q)

Exercice 2.

|
On consideére la fonction définie par F(x) = /
0

1+¢4
1. Déterminer I’ensemble de définition de F', et préciser son signe en fonction de x.
2. Etudier la parité de F.

3. Justifier que F est C' sur R, puis dresser son tableau de variations. Retrouver le signe de F.

dt.

Exercice 3. Intégrales de Wallis
%
Pour tout n € N, on pose : W,, = / (cost)"dt.
0

1. Calculer W et W7,
2. Montrer que la suite (W, )nen est décroissante. En déduire qu’elle converge.
3. Montrer que pour tout n € N, Wy,10 = (n+ 1)W,, — (n + 1) Wy, 42.
En déduire une relation de récurrence entre W, 2 et W,.
|
(2n)! T
(2rnl)2 2

5. On note, pour tout n € N, u,, = (n+1)W,, 11 W,,. Montrer que la suite (u,)ncn est constante et préciser sa valeur.

4. Montrer alors que, pour tout n € N, Wy, =

6. En déduire I’expression de Wy, 41 pour tout entier n € N.



