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Exercice 1. Intégrales d'Euler

Pour p et q deux entiers naturels, on note

I(p, q) :=

∫ 1

0

tp(1− t)q dt.

1. En posant le changement de variable u = 1 − t, démontrer que pour tout couple d'entiers (p, q) ∈ N2, I(p, q) =
I(q, p).

2. Démontrer
∀p, q ∈ N (p+ 1)I(p, q + 1) = (q + 1)I(p+ 1, q).

3. (a) Calculer I(p, 0), pour un entier p donné.

(b) Démontrer que si p et q sont deux entiers naturels, on a

I(p, q) =
p!q!

(p+ q + 1)!
.

4. Pour p, q ∈ N, on pose

J(p, q) =

∫ π/2

0

(sin θ)
2p+1

(cos θ)
2q+1

dθ.

À l'aide d'un changement de variable bien choisi, démontrer l'égalité

J(p, q) =
1

2
I(p, q).

Exercice 2.

On considère la fonction dé�nie par F (x) =

∫ x

0

1

1 + t4
dt.

1. Déterminer l'ensemble de dé�nition de F , et préciser son signe en fonction de x.

2. Étudier la parité de F .

3. Justi�er que F est C1 sur R, puis dresser son tableau de variations. Retrouver le signe de F .

Exercice 3. Intégrales de Wallis

Pour tout n ∈ N, on pose : Wn =

∫ π
2

0

(cos t)ndt.

1. Calculer W0 et W1.

2. Montrer que la suite (Wn)n∈N est décroissante. En déduire qu'elle converge.

3. Montrer que pour tout n ∈ N, Wn+2 = (n+ 1)Wn − (n+ 1)Wn+2.
En déduire une relation de récurrence entre Wn+2 et Wn.

4. Montrer alors que, pour tout n ∈ N, W2n =
(2n)!

(2nn!)2
× π

2
.

5. On note, pour tout n ∈ N, un = (n+1)Wn+1Wn. Montrer que la suite (un)n∈N est constante et préciser sa valeur.

6. En déduire l'expression de W2n+1 pour tout entier n ∈ N.
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