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Questions de cours

1. Donner la définition d’un intervalle (celle du chapitre des propriétés de R).

2. Soit I un intervalle (au sens de ci-dessus) non majoré et minorée.
Rappeler pourquoi I admet une borne inférieure. On la notera a. On suppose que a ¢ I.
Montrer que I =la, +00].

Calculs divers

1. (a) A laide du changement de variables z = /¢ calculer l'intégrale :

[

(b) A l'aide du changement de variables ¢ = arctan(z), montrer qu’on a

—— 2
/1 (14 22)? [r cos(t)” dt
V3 6

et calculer I'intégrale.

2. Résoudre dans R I'équation :
(E) :y" — 3y’ + 2y = sin(2xz)

3. (a) Donner le terme général de la suite définie par :

Ug = 1
VneN, U, =3u,+1
(b) Donner le terme général de la suite définie par :
Uy = 1

Uy = 1
Vn e N, Upio =2Upi1 — Uy



Probléme 1 : Recollement

Soit I’équation différentielle
2
Y@ -l =1 (B).

Elle est du premier ordre mais n’est pas linéaire : on ne peut pas lui appliquer directement
les résultats de notre cours. On va chercher ses solutions, c’est a dire les fonctions y : © — y(x)
dérivables sur |0, +oo| telles que 1’égalité (F) est satisfaite pour tout = > 0. On pose les deux
équations auxiliaires.

Y@ -2y =1 (E)
et
Y@+ oy =1 (),
1. (a) Déterminer S+, ’ensemble des solutions de (E*) sur 0, +o0l.

(b) Déterminer S—, I’ensemble des solutions de (E~) sur |0, +oo].

2. Pour résoudre (F), on raisonne par analyse-synthése. Supposons que f soit une solution de
(E) sur |0, +0o0[, c’est & dire une fonction dérivable sur cet intervalle telle que ’égalité (F)
soit vraie pour tout x > 0.

(a) Montrer que f est strictement croissante sur |0, +oc|.

(b) Montrer que f n’est pas strictement positive sur |0, +o0].
Indication : on pourra raisonner par l’absurde, et utiliser la question 1.

(c) Montrer que f n’est pas strictement négative sur |0, +ool.

(d) En déduire ’existence d’un unique réel v strictement positif tel que f(y) = 0. Donner
I’équation de la tangente a la courbe de f au point ~.

3. Démontrer que les solutions de (F) sont exactement les fonctions de la forme

23— B

312

si x €]0,7]
T
z(z — 1)

si x €]y, +o00|
g

oll 7 est un réel strictement positif.

1. (a) Les solutions de I'équation homogéne sont les fonctions z +— Az? avec A € R. La fonction —Id
est une solution particuliére. On peut le remarquer ou faire une variation de la constante pour le
découvrir. On a finalement

S+:{xl—>—x+)\x2,)\€ﬂ?}.
(b)

z A
ST = —+ —=A€eR;.
{x»—>3+x2, € }

2. (a) OnaVz >0 f'(z) = 1+ 2|f(z)| > 0. La fonction f est donc strictement croissante sur I'intervalle
10, 4-o0.
(b) Supposons que f est strictement positive sur |0, +oo[. Alors, pour tout x dans cet intervalle, on a
|f(z)| = f(x), et f est solution de (ET). D’aprés la question 1(a), on peut écrire qu’il existe A € R
tel que f: 2+ —x + Az% On a donc

Vo €]0, 400 f'(z) =—1+2\x.
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(d)

Si A <0, f' est strictement négative, et f strictement décroissante sur R*. ce qui est contradictoire
avec la question précédente. Si A > 0, alors f’ est négative sur |0, %[ et donc f est décroissante sur
cet intervalle, ce qui est encore absurde au regard de la question précédente. On vient de prouver
par 'absurde que f ne demeure pas positive sur tout I'intervalle |0, +o00].

Supposons que f est strictement négative sur |0, +00[. Alors, pour tout x dans cet intervalle, on a
|f(x)] = —f(x), et f est solution de (E~). D’aprés la question 1(b), on peut écrire qu’il existe A € R
tel que f: 2 5+ 2. On alim; f(z) = +00, ce qui est absurde pour une fonction négative. On
vient donc de prouver que f ne demeure pas strictement négative sur |0, +oo/.

La fonction f est strictement croissante et change de signe. Elle est de plus continue sur |0, +oof
car dérivable. D’aprés le TVI strictement monotone, il existe un unique v € R tel que f(y) = 0.
On a f'(v) — %|f('y)] =1, d’ou f'() = 1. L’équation de la tangente au point v est donc y = = — 7.

3. o La fonction f considérée en question 2 est négative sur |0,7] : elle y est donc solution de E~ et on sait
qu’il existe A € R tel que

vz €04 fla) =42

3 g2

On a supposé que f était dérivable sur |0, +o0[. Elle est donc continue sur cet intervalle et notamment
au point 7. On a donc lim f(z) = f(y) =0, d’ou
T—y—

On en déduit que A = —*/3. En substituant, on obtient

23 — 3

73
v 6]077[ f(l‘) = - @ - 312

wl s

L’expression précédente est valide pour x = 7.

La fonction f est positive sur |y, +ool. : elle y est donc solution de ET et on sait qu’il existe A € R tel

que

Vo €]0,9] f(z) = —x + \z?.

On a supposé que f était dérivable sur |0, +oc[. Elle est donc continue sur cet intervalle et notamment
au point 7. On a donc lim f(z) = f(y) =0, d’ou
Ty —

—v+ M2 =0.

On en déduit que \ = % En substituant, on obtient

z? x(x —
vreloal S =2 o= 2270
Y gl
On vient de démontrer que toute solution de (E) était bien de la forme donnée par 1'énoncé.
3_ .3
? 27 si x €]0,7]
e Synthése. Soit f : x +— x(?ix_ ) ou v €0, +o0|.
— siz €]y, +oof

v

Sur ]0,~], d’aprés la question 1(b), f est solution de (E~). Elle est négative sur cet intervalle, ou on a
donc |f| = —f. On a donc

Ve o] S(e) = If@)] = @) + i) =1
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Sur |y, +oo[, f est solution de (ET) d’aprés la question 1 (a). Sur cet intervalle, elle est positive : on a
donc |f| = f et on a bien

Ve sq f() - 2If@)| = £+ 2@ =1,

e Conclusion. Les solutions sont bien les fonctions décrites par I’énoncé.

Probléme 3 :Equations d’Euler

Soient a et b deux nombres réels et ¢ une fonction continue sur R’ . L’équation différentielle
suivante est appelée équation d’Euler :

2y +aty +by = c(t) (E)

Elle ne fait pas partie des équations que le cours nous apprend a résoudre. En utilisant un
changement de fonction inconnue, on va se ramener 4 une équation que ’on sait traiter.

Partie A. Résoudre y" — 2y + 5y = e** (Ep)

Partie B. Changement de fonction inconnue.

. RE — R . c i
Soit y : + une fonction deux fois dérivable sur R7.
t = oyt

R —- R

On définit 2 : { + (noter le changement de variable muette).
z = y(e”)

1. Justifier que z est deux fois dérivable sur R et calculer 2z’ et z” en fonction de y et de ses
dérivées.

2. Montrer que y est solution sur R de (E) si et seulement si z est solution sur R d’une
équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants, que 1’on précisera.

Partie C. Application.

En utilisant la partie B, résoudre sur R’ 1’équation d’Euler
2y —ty +5y=1t> (E)).
Partie A. Une équation différentielle.

Remarque : nos habitudes sont bousculées par la notation de I’énoncé : ici I’équation avec second membre (Ey)
n’est pas une équation homogéne.

e On résout d’abord, I'équation homogéne associée a (Ep), qu’on notera (E}). L’équation caractéristique
22 — 27 +5 = 0, de discriminant strictement négatif, a pour racines 1+ 2i et 1 — 2i. Les solutions de (E}) sont
donc les fonctions de I’ensemble

St ={x ~ e" (Acos(2r) + psin(2r)), A\, u € R}.



e Recherche d’une solution particuliére de (Ejp).

Remarquons maintenant que 2 n’étant pas racine de ’équation caractéristique, le cours nous encourage a
chercher une solution particuliére de la forme z : x — Be?*, ol B est une constante a déterminer. On a 2’ = 2z
et 2" = 4z. Ainsi, z est solution de (E) si et seulement si 4B —2-2B +5B =1, cest a dire si B = 1.

e On sait alors que I'ensemble des solutions de ’équation est

1
Sty = {w — ge% + e® (Acos(2z) + psin(2z)) , A\, p € IR} .

Partie B. Changement de fonction inconnue.
1. On a exp : R — R est dérivable sur R, et y : R — R est dérivable sur R’.. D’aprés le théoréme de
dérivation des composées, z = y o exp est dérivable sur R. On a,
Ve e R 2/(z) =€y (e")

On sait montrer de méme que 2’ est dérivable, comme composée et produit [stratégie de rédaction : on
Ua fait une fois soigneusement donc a la seconde, on peut se permettre d’aller plus vite.|

Ve € R 2'(x) = €™y (e”) + e".e"y" (") = 2/ (z) + (e")%y" (e").
2. La fonction y est solution de (E) sur RY si et seulement si
vt e R £y (1) + aty' () + by(t) = c(t).
Cette derniére ligne est équivalente &
Ve € R (e9)%"(e") + ae™y'(e¥) + by(e”) = c(e”).

Expliquons. Si la ligne du haut est vraie, on peut 'appliquer aux nombres ¢ = e® pour tout z € R.
Réciproquement, si la ligne du bas est vraie alors, en appliquant ’égalité pour x = In(t), avec t € R,
on montre la ligne du haut. D’aprés les calculs faits en 1, la derniére ligne est équivalente a

Ve e R 2'(z) + (a — 1)2'(z) + bz(x) = c(e”).
On a montré que y était solution de (E) si et seulement si z est solution sur R de I’équation

2"+ (a—1)2" 4+ bz = c(e”).

Partie C. Application.

Ici, a = —1, b =5 et c est la fonction ¢t — t2. On a donc a — 1 = —2.

— R

. . . . . . R
D’apres la partie B, la fonction y : RY — R est solution de () si et seulement si la fonction z : { v o y(e?)

est solution sur R de
2 =22 4+ 52 = (") (=€) (Ey).

On a la bonne surprise (mais est-ce vraiment une surprise ?) de retrouver I’équation résolue dans la partie A.
On rappelle que les solutions de (FEy) sont les fonctions de la forme

1
T 56% + €® (Acos(2z) + psin(2x)),



avec A et p des réels. On a
VeeR z(xz)=y(e”) = Vt e RY y(t) = 2z(In(t)).

On en déduit que les solutions de (E;) sur R’ sont les fonctions de la forme

1
t— th +t(Acos(2In(t)) + psin(21n(t))) avec A\, u € R.

Probléme 2 : Différence symétrique
Soit E un ensemble non vide.
Partie 1 : Fonction indicatrice

Pour toute partie non vide A de E, on définit ’application indicatrice de A notée 1,4, par :
E — {0,1}
]lA .
r — La(x)
avec pour tout r € F :

]lA(x):{ 1 sizeA

0 siz¢gA
Soit A et B deux parties de E. Montrer les propriétés suivantes :
les démonstrations demandées se font, pour la plupart, par disjonction de cas.
1. On a ’équivalence: A=B <= 1,4=1p
On rappelle que I’égalité entre les fonctions se traduit par :

Vr € E, ﬂA(l‘) = ﬂB(CE)

On a I’égalité de fonctions : 14 X 14 = 1 4.

On a I’égalité de fonctions : 17 =1 —14.

Ll

On a I’égalité de fonctions : 1405 =14 X 1.

5. On a I’égalité de fonctions : 14,5 =14 x (1 —1p).
Corrigé :

1. Notons que, par définition de 14, nous avons, pour tout x € E, ’équivalence :
rE€A= Ly(z)=1

On raisonne alors par équivalence :

A=B < Vrxek, (r€cA&reB)
— Ve eE, (ly(z)=1<1p(z)=1)

Et comme les fonctions 14 et 1z ne peuvent prendre que deux valeurs on conclue que

A=B <1, =1pg]




2. Montrons que, pour tout x € F, on a
]1,4(1‘) X ]].A(ZL‘) = ]lA(ZL‘)

Soit x € E. Raisonnons par disjonction de cas :
e Size Aalors Lx(x) X Ly(z) =1=1u(x).
o Sixz ¢ Aalors La(x) X Ly(z) =0=1La(x).
Ainsi on a bien ’ILA X1y = ]lA‘

3. Soit z € E.
o Size Aalors 14(z) =0et 1 —1y(z) =
o Sis¢ Aalors I4(z) =1et 1 —1y(z) =

Ainsi on a bien
4. Soit z € E.
e SizeANBalorsx € Aet x € B. Dou :

Lanp(z) =1, et Lu(z)x1lp(x)=1x1=

on a donc bien
]].AQB(I‘) =1= ]]_A(I) X ]]_B(l’)

e sixz ¢ AN B alors soit x ¢ A et dans ce cas 14(z) =0 ou z ¢ B et dans ce cas 1g(x) = 0. Ainsi dans
les deux cas on a 14(z) X 1p(z) = 0. D’ou :

ﬂAﬁB(x) =0= ﬂ.A(SL') X ]].B(LE')

On ainsi démontré que

| Lanp =14 x 1p]

5. On a, par définition, A\B = AN B donc, d’aprés ce que nous avons démontré, on a
]]-A\B:]]-AQEZJ]‘A XﬂEIﬂA X (1—13)

On a bien

]]-A\B =14 X (1 —]]_B)

Dans la suite du probléme on admettra que

laup=14+1p—14npB

Partie 2 : Différence symétrique

Si A et B sont deux parties de F, on appellera différence symétrique de A et B la partie de E définie
par :

AAB = (AUB)\(ANB)
1. Montrer que : AAB = (A\B)U (B\A).
2. En déduire que : lap =14+ 15 — 21 415.

3. Soient A, B et C trois parties de E. En utilisant les résultats de la question précédente,
démontrer les propriétés suivantes :

(a) AA(BAC) = (AAB)AC.



(b) AAB=AAC = B=C
(c) An(BAC)=(ANB)A(ANC).
Corrigé :

1. On a, d’aprés les définitions, la distributivité de 'intersection sur la réunion et les lois de Morgan :

AAB =

La derniére ligne est obtenue car AN A = () et la réunion d’un ensemble X et de ’'ensemble vide est égal
a X. On a donc bien

AAB = (A\B) U (B\A)

2. On a ainsi d’apreés la question précédente :

Laa = Laums\a)
= 1as+1pa—LaBnn\a)

Mais (A\B) N (B\A) = ANBNBNA=0On a ainsi
Lea)n(s\a) =0
d’ou
Taap = 1ap+1pa

= 14(1—15)+15(1 —1,)
= 14 +1p— 20415

On a donc bien

laap =14+ 1p — 2141p]

3. (a) D’aprés les questions précédentes on a les égalités :

Taamac) = 1a+1Ipac —21alpac
Iy+1g+1p— 2151y — 2]].,4(13 +1c— 2]]_310)
= :HA+]]-B+1C_2(1A]]-B+1A1B+]1B]]-C)+41A]]-BJIC’

Par ailleurs on a

Taapac = lLaap + 1c —21aaplc
= ]]-A“‘:n-B_21A18+10_2(1A+]]-B_2:u-AJlB):H-C
= ]]_A—l-ﬂB—i-]]_c—2(1A13+1Aﬂc+1310)—|—4]].AﬂB]]_C

On a ainsi montrer que :
Taasac) = Laap)ac

et d’aprés la question 1 de la partie 1 on en déduit :

AA(BAC) = (AAB)AC




(b) Supposons que AAB = AAC on a alors 1aap = Laac- On en déduit, d’aprés la question 1 de la
partie 2.
Iy+1g — 2140 =14+ 1 — 21 41¢

Cette égalité est équivalente a 1’égalité :
1p(1 —214) =1c(1 —21,)
Mais pour tout x € E, 1 — 214(x) = £1 il ne s’annule jamais on a donc
1g=1¢

Ce qui implique d’aprés la question 1, B = C. On a donc bien montré que

|AAB=AANC = B=C|

(c) On a, d’apres les questions précédentes :

Lanac)y = Lalpac
:HA(]]-B =+ ﬂc — 213]]_0)
Iulp + 1alo — 204151410

1ans + Lanc — 21 4nBLanc

La derniére ligne est obtenue car
Tp=1,4x14

On a ainsi, d’apres la question 4 de la partie 1 :

Tanac)y = Lans + lanc — 21anslanc

= LanB)a(anc)
La premiére question de la partie 1 permet ainsi de déduire :

AN (BAC) = (ANB)A(ANC)

Partie 3 : Résolution d’une équation

Soient A et B deux parties de E. On note P(E) I’ensemble des parties de E. On définit I’appli-
cation :

B, - { P(E) — P(E)
X — AAX
4. Soit X une partie de E.
(a) Calculer AAA et AAX.
(b) Utiliser les résultats de la partie 2 pour en déduire la valeur de ®4(P4(X).
5. En déduire que ¢, admet une application réciproque et la donner.

6. Déduire de ce qui précéde que, pour toutes parties A et B fixées ou X est ’inconnue,
P’équation AAX = B posséde une unique solution que I’on exprimera en fonction de A et B.

Corrigé

1. On a (voir TD)
AAA =0 et AAX = (A\X)N(X\A)
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2. On a, d’apreés la question précédente et la question 3(a) de la partie 2 :

Pu(Pa(X)) = AA(AAX)

= (AAAX
DAX
WNX)U(XNE)
= X

Ainsi pour tout partie X de F on a

Pa(Pa(X)) =X

3. D’aprés la question précédente on a, pour toute partie X de E
Py(Pa(X)) =X

Ainsi
(I)A 9] (I)A == Idp(E)

L’application ® 4 est sa propre réciproque (on dit qu’elle est involutive).

4. Soient A et B deux parties de E. Notons que I’équation AAX = B est équivalente a I'équation
Pu(X)) =B
Cette équation implique bien sir que
Py (Pa(X) =Pa(B)

Mais comme ® 4, admet une application réciproque ces deux équations sont en fait équivalentes. En effet
pour la deuxiéme équation implique que

P (Pa(Pa(X))) = Pa(Pa(B))
Autrement dit d’aprés la question précédente :
d,(X)=1B
On a ainsi, d’apreés la question précédente :

’ Ainsi I'équation AAX = B admet une unique solution : X = AAB.
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