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Propriétés de R, Suites (1)

1 Partie entiére

Exercice 1.
Montrer que pour tout x € R, |z + 1] = |z] + 1.

Exercice 2.
Soit n > 1 un entier.

1. Montrer que 2n < 2y/n(n+1) < 2n + 1.
2
2. En déduire la valeur de K\/ﬁ +vn+ 1) J

Exercice 3.
Soient (a,b) € R2. Montrer que :
la] +[b] < la+b] <[a]+[b] +1

Exercice 4.
Soit € R et n € N*. Montrer que

-

n

2 Borne inférieure, borne supérieure

Exercice 5.

Les ensembles suivants sont-ils majorés 7 minorés 7 Si oui, déterminer leur borne inférieure, leur borne supérieure.
A:{meR,x2<2} B:{lneN*}
C:{l—%,neN*peN*}

n

Exercice 6.
Soient a, b deux réels strictement positifs. Les parties suivantes sont-elles majorées, minorées 7 Si oui, déterminer
les bornes supérieures, inférieures.

1) {a+bn,n € N} 2) {a+ (-1)"b,n € N}
3) {a+b/n,n € N*} 4) {(-=1)"a +b/n,n € N*}
5) {a+ (=1)"b/n,n € N*}

Exercice 7.
Soient A et B deux parties non vides et bornées de R, et z € R. On note

—A={—a,a € A} A+B={a+bac Abec B}
r+A={x+a,ac A} AB = {ab,a € A,b € B}
Montrer que sup(—A) = —inf(A).
Montrer que sup(A + B) = sup(A) + sup(DB).
Montrer que sup(z + A) = x + sup(A).

Ll

A-t-on toujours sup(AB) = sup(A4) x sup(B) ? Quelle hypothése peut-on ajouter pour que cela soit vrai?



3  Suites arithmético-géométrique et récurrente linéaire d’ordre 2.

Exercice 8.
Donner Pexpression du terme général de la suite réccurente réelle (uy,)nen définie par :

1. up = 0 et pour tout n € N, up41 = 2u, + 1.

Unp + 1
2. ug =0 et pour tout n € N, upy1 = n2 .

Exercice 9.
Donner 'expression du terme général des suites récurrentes réelles définies par :

1. up =1, uy =0 et pour tout n € N, upyo = 4ups1 — 4un.
2. ug =1, up = —1 et pour tout n € N, 2up19 = 3upyr1 — Up-

3. ug =1, up =2 et pour tout n € N, upi10 = uUpy1 — Up.

Exercice 10.
Soit u = (un)nen la suite définie par ug = 2 et pour tout entier n > 0, upy1 = (u,)>. Pour étudier cette suite,
on introduit la suite auxiliaire v, = In(u,) pour tout n > 0.

1. Montrer que la suite (vy,)nen est bien définie. La reconnaitre.

2. Déterminer v,, et u, en fonction de n.

Exercice 11.
Soit u = (un)nen la suite définie par ug = 1 et u; = 2, et pour tout n € N, uy 19 = /tp X Upt1.

1. Montrer que la suite est bien définie et que, pour tout n € N, u,, > 0.

2. Reconnaitre la suite (vy)neny = (Inuy)pen. En déduire, pour tout n € N, 'expression de v, en fonction de
n.

3. En déduire, pour tout n € N, une expression de u,, en fonction de n.

Exercice 12.
Soient (up)nen €t (vp)nen les suites déterminées par ug = 1, vg = 2 et pour tout n € N,

Upt1 = 3Up + 20y, et Vpy1 = 2u, + 3vy,.

1. Montrer que la suite (u, — vy )nen €st constante.
2. Mountrer que (v,)nen est une suite arithmético-géométrique.

3. Exprimer le terme général des suites (up)nen €t (Upn)nen-

4 Suites récurrentes du type u, 1 = f(u,).

Exercice 13.
Soit v = (Vp)nen la suite définie par : vg = 2 et pour tout n >0, vy1 = 1/2(1 + v,)2.

1. Déterminer la monotonie de la suite.

2. Montrer que la suite v ne peut pas étre majorée.

Exercice 14.
Soit a > 0 et la suite u = (uy,)nen définie par ug > v/a et pour tout n € N, u, g = 1/2 (un + ﬁ)

1. Montrer que pour tout n € N, u, est bien définie et u, > /a.

2. Etudier la monotonie de w.



Exercice 15.

Dans chacune des situations suivantes, déterminer les variations de la fonction sous-jacente, la position de son
graphe par rapport a la droite d’équation z = y. Puis étudier en fonction de ug la nature de la suite (uy)nen
définie pour tout n € N par :

2
U
a) Upt1 =Up —Inu, b)) upy1 =vV2up,+3 ¢ uppr=1+lnu, d) upp =1+ Z"

5 Suites définies implicitement

Exercice 16.

Pour tout n € N, on note I,, 'intervalle I,, =jnm — §

2
1. Soit n € N. Montrer que ’équation (F) admet une unique solution z,, dans I,,.

nm + 5[ et (E) équation tanz = .

Exercice 17.
Soient a, b deux réels pour lesquels a < b et f € C([a,b[,R). On suppose que f est strictement croissante sur
[a,b] et que f(a) <0et lim f(x)=4o0.
T—r+00
1. Montrer que pour tout n € N, I’équation f(x) = n d’inconnue x € [a, b posséde une et une seule solution
T

2. Etudier la monotonie de la suite (2, )nen.

Exercice 18.
n
T
. . . -
On pose, pour tout entier n > 2, u, = H cos (27) et v, = up sin (27)
k=2

1. Déterminer la une relation de récurrence entre wuy11 et wuy.

2. Montrer que la suite v est monotone.

3. Montrer que la suite v est géométrique. En déduire une expression de v, en fonction de n.

4

. En déduire la limite quand n tens vers l'infini de (up)nen et (vn)nen-

Exercice 19.
n+1 -2
on+1 k-
k=1
1. Trouver une relation de récurrence entre a, et an41.

Pour tout n €}, on pose a, =

2. Montrer que, pour tout entier n > 4, na, >n + 2.

3. Montrer que la suite (uy)nen est décroissante a partir du rang 4.



