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Mathématiques

Correction
4 heures

Exercice 1. Calculs divers

L. NET) . L . Uy = 5
1. Calculer le terme général a 'ordre n de la suite définie par { Vn €N ey = Sun — 4.
2. Résoudre sur R ’équation : y — (22 — %)y =1
3. Résoudre sur R ’équation : Yy —y=e*® —¢”

Exercice 2.
On considére deux suites réelles u et v définies par :

Uy + Up
Unt1 = ——o—
u=0etvg=1letVn eN w, + 20,
Un4+1 = 3
1. Calculer les termes uy, us, v1 €t vs.
2. Montrer que, pour tout entier n € N, on a u,, < v,.
3. Etudier la monotonie de chacune des suites u et v.
4. Montrer que la suite u vérifie la relation :
7 1
Vn € N, upq0 = Eun-ﬁ-l - éun

5. En déduire une expression de u,, dépendant de n puis une expression de v,,.

Exercice 3.
Pour toutes parties A, B de R on définit I’ensemble A + B C R comme suit :

A+B={a+bacAbe B}

1. (a) Calculer {0;1} + {1;4}.
(b) Soit A une partie non vide de R, que vaut A +R? Montrer le résultat.
2. Montrer que pour toutes parties non vides A, B, A’ et B’ de R, si A’ C A et B’ C B alors

A +B Cc A+ B.

3. Montrer que la somme est distributive sur la réunion. C’est a dire, pour tout (4, By, By) € P(R)3,
on a:

A+ (B1UBy) = (A+ By)U(A+ By)

4. Dans cette question on s’intéresse a l’intersection et la somme.

(a) Montrer que, pour toutes parties de R, A, By, B> on a
A+ (BiNBy) C(A+ By)N(A+ By).

(b) Montrer que ’autre inclusion n’est pas vraie en général.



Corrigé :
1. (a) On a, par défnition :
{0;1} +{1;4} = {0+ 1;0+ 41+ 1;1 4+ 4}

Ainsi on a

{051} + {14} = {12145} |

(b) Supposons que A soit une partie non vide de R. Montrons que A + R = R.
Montrons la double inclusion.
e Soit x € A, un tel x existe puisque A est non vide alors le réel x 4+ 0 appartient & A + R. Ainsi si x € A

alors z € A+ R. On a donc
ACA+R
e Soit maintenant un réel y € R.
Comme A est non nul, il existe un réel a € A. On a y — a € R par définition des opérations dans R. On a
alors

y=a+(y—a)
Le premier réel étant un élément de A et le deuxiéme est un réel. Donc y € A + R. On a ainsi :

RcR+A
Les deux inclusions étant vraie on en déduit :
R=A+R

2. Soit (A, B, A’, B') € Pr(R)* tel que A’ C A et B’ C B.
Soit € A’ 4+ B’. Par définition de la somme il existe deux réels (a,b) € A’ x B’ tels que = a + b. Comme on a
supposé que A’ C Aet B'C Balorsa€ Aet be B. On a donc bien v € A+ B. d’ou

]A+HcA+B‘

3. Soit (A, By, B2) € Pr(R)® Montrons par équivalence I’égalité cherchée. Soit # € R. On a les équivalences :

r €A+ (B1UB;y) «<— 3J(a,b) e Ax (B1UB3) x=a+b
El(a,bl)GAxBl T=a+b;
ou J(a,by) € AX By x=a+b
— wv€A+B ou z€A+DB
— 336(A+B1)U(A+BQ)

Ainsi on a donc bien

[A+ (BiUBy) = (A+ B)U(A 1 By)]

4. Soit (A, By, By) € Pr(R)3.

(a) Soit x € A+ (BN By). Par définition il existe a € A et b € B1 N By tel que x = a+b. Le réel a+ b appartient
& A+ B; et A+ Bs ainsi il appartient a (A+ By) N (A + Bz). On a donc bien :

[A+(BinBy) C(A+B)N(A+By)]

(b) Soit A =R, B; = {1} et By = {2}, d’apreés la question 1(b) on a
(A+B1)Q(A+Bz) =RNR=R

Mais By N By = 0 et donc
A+ (B1NBy)=A+0=0

Ainsi en génral on a :

[A+BINBy) #(A+B)N(A+By)|

Exercice 4.

On considére la suite définie par :

ug >0
1

1+ u,

Vn € Nun+1 =

On désigne par f la fonction x +— .
1+z



1. Montrer que (u,)nen est bien définie et que, pour tout n € N, ug > 0.

V5 —1

On pose a = .
P 2

2. On suppose « € [0, a]. Montrer que
Vn €N wug, €[0,a] et ugpi1 € [ay1].

Etudier les variations de (u2,)nen (on étudiera le signe de f o f(x) — ).

3. Etudier le cas ou uy > a.

Probléme 1 : Variation de la constante... & ’ordre 2!

Dans ce probléme, nous adaptons 1’idée de la variation de la constante pour étudier des équation diffé-
rentielles linéaires d’ordre 2 a coefficients non constants.

Partie A. Une équation différentielle.

Donner ’ensemble de solutions (définies sur |0, +o0c[) de I’équation différentielle
v+ %y = %4 (E1)
i
Partie B. Variation de la constante.
On considére une équation différentielle d’ordre 2 a coefficients non constants :
y' +alt)y +o(t)y =c(t)  (E)

ol a, b, c sont trois fonctions continues sur un intervalle /.
On note (FE)) I’équation homogéne associée.

On suppose que ’on connait une solution u de (E;) qui ne s’annule pas sur I.

1. Soit y une fonction définie sur /. Posons une fonction \ = Q, de sorte que l'on a

u
y = Au. Montrer que y est deux fois dérivable sur [ si et seulement si )\ est deux fois
dérivable sur /.

2. Montrer que y est solution de (F£) si et seulement si )\ est solution d’une équation
différentielle d’ordre 1 que ’on précisera (elle dépend de a, u et v/, et de c).

Partie C. Application.

Considérons I’équation différentielle

1 1
y' + ;y’ —RV=35 (Fa)

que l’on cherche a résoudre sur I =|0, +00|.



1. Exhiber une solution (simple) de (E,)), équation homogéne associée a (E,) qui ne
s’annule pas sur /.

In(t

2. Calculer une primitive sur R’ de la fonction f: ¢+ %

3. En utilisant la partie B, résoudre ’équation (E,).
Corrigé :

Partie A.

e Résolution de I’équation homogéne.
La fonction ¢ — % admet pour primitive 3 In sur |0, +o00[. On a alors que I’ensemble des solutions de I’équation homogéne
associée est

A
{tl—> Ae~3® ) ¢ R} - {tl—> ) GR}.

e Recherche d’une solution particuliére.
On utilise la méthode de la variation de la constante (classique). Pour cela, on pose u : © — z%, et on cherche une
solution de la forme z = Au ot A est une fonction dérivable sur |0, 4o00[ & déterminer.

3 3
2+ 77 = () + ;(/\u)
3
= Nu+ M + z)\u

:)\’u—i—)\(u’—i—i’u),

—— —
=0

ol on a utilisé a la derniére ligne que u est solution de ’équation homogene. Ainsi, z est une solution de (E7) si et
seulement si

1 1
vt €]0, +oo[ N(2) - ERRiTe
ce qui nous pousse & choisir A : ¢ — In(¢). On obtient la solution particuliére
In(t)

e L’ensemble des solutions de (F;) est donc
In(t) A

Partie B. Variation de la constante.

1. L’énoncé a posé que u était une solution de (Ejp). Cela fait d’elle une fonction deux fois dérivable. Procédons
par double-implication. Supposons que y soit deux fois dérivable. Alors z = y/u est deux fois dérivable comme
quotient. Réciproquement, supposons que z est deux fois dérivable. Alors, y est deux fois dérivable comme produit.

2. Supposons y et z deux fois dérivables (il suffit de le supposer pour 'un des deux). On dérive alors 'égalité y = uz,
plus commode que z = y/u. On obtient

Yy =u +u'z et Y =uz+ 202 +u,

Ainsi,
y est solution de (E) <= y”" +ay +by=c
— u'z+ 20 +u +a(ud +u'z)+buz=c
— z(u' 4 au +bu)+u" + (20 +au)2 =c
~—_———
=0
o 2u/ +auz, _ E.

u u

Ainsi, y est solution de (F) si et seulement si 2z’ est solution de ’équation

Z,+2u’+auZ:

C
u u



Partie C. Application.

1. On remarque que la fonction u : ¢ — ¢ est solution de (Ez ) sur |0, +oo].

2. Calcul d’une primitive de f : ¢t — 1‘;&”, fonction continue sur ]0, +o0o[. Le théoréme fondamental de 1’analyse

assure alors que

10,40 — R

: ¢
F: ; = / In(x) d

1

3

en est une primitive sur 0, +o00[. Soit ¢ > 0; & l’aide d’une intégration par parties, on calcule

- ()] -3 () o

1n(t)+1[ 1 y

22 2| 222,
@11
212 42 4

3. Soit y une fonction deux fois dérivable. Posons z = y/u. D’aprés la partie B, y est solution de (F») si et seulement

si 2’ est solution de )
2-1++-¢ 1 1
Z+ -t y_ _ .
+ t Bt
c’est a dire
7+37-1 (&)
¢ T V!

On a la bonne surprise (mais est-ce vraiment une surprise ?) de retrouver 1’équation résolue en partie A. Ainsi, y
est solution de (E7) si et seulement si il existe A € R tel que 2’ : ¢ — h;(gt) + 4 = f(t) + +2. Il reste a déterminer
la forme de z. La question précédente va nous aider a écrire les primitives d’une telle fonction : 2z’ est solution de
(Ep) si et seulement si il existe A et pu deux réels tels que

z:t— F(t) — A

ﬁ—i—,u.

Ainsi y est solution si et seulement si il existe A et p tels que

. B - In(t) 1 I A
VteRL y(t) =u(t)z(t) =t (‘ 22 4¢2 + 4 22 +M> '

Ainsi, les solutions de I’équation sont les fonctions de la forme

ol « et 8 sont des constantes réelles.

Probléme II : Une équation linéaire d’ordre 2 non linéaire.

On s’intéresse ici a la résolution dur I =]0, +oo[ de ’quation différentielle (E) :

2 2
"o / —(1 21 .
1+$2y +1+$2y ( +$U)n.’L'

Y

On notera (Ej) I’équation homogéne associée.

I Calculs préliminaires



1 b
1. (a) Montrer qu’il existe trois réels a,b,c tels que Vz € RY, m = % + 133:;;.
1
r(z2 +1)

2. Donner une primitive sur I de I’application g définie sur I par : g(z) = (1 — 2?)Inx

(b) En déduire une primitive de ’application f définie sur [ par : f(z) =

3. Donner une primitive sur I de ’application h définie sur I par : h(z) =xInz

1T Résolution de I’équation sans second membre.

4. Montrer que y; : ¢ — = est solution de (Ejp).

y()

5. Soit y: I — R deux fois dérivable, on pose z ’application définie sur [ par z — ——=.
x
Montrer que y est solution de (Ej) si et seulement si 2’ est solution de ’équation différentielle :

2
(E")  au' + Tr2t= 0

6. Résoudre I’équation différentielle (E').

7. Donner ’ensemble des solutions de (Ej).



IIT Résolution de I’équation.

1. On chercher une solution particuliére de (E) sous la forme y, :  — A(z)z + p(z)(2? — 1) ot X et 1
sont des fonctions 4 déterminées deux fois dérivables de I dans R vérifiant

Veel, zN(z)+ (2> —1)p'(z) =0
(a) Exprimer y, et y; en fonction de ) et p.
(b) Montrer que y, est solution de (E) si et seulement si, pour tout x € I,
N(x) 4+ 2zp/(x) = (2% + 1) Inz
(c) Déterminer ) et /' a ’aide des questions précédentes puis en déduire une solution particuliére
de (E).
2. Donner ’ensemble des solutions de (F).

Corrigé : I Calculs préliminaires
1. (a) Pour (a,b,c) ER3® et z €R%, ona:

a bx+c_agc2+a+bx2+cx
A (14 x2)

Ainsi,

a br+c 1 (a+b)a®+cxr+a 1
VzeRy, — = <~ VzeR] =
TERy o + 1+22  z(l+2?) TE Ry z(14 2?) z(1 4 22)

En résolvant le systéme

a+b = 0
c = 0
a =1

On obtient le triplet (1, —1,0). On vérifie que ces réels conviennent.
On a donc bien :

1 1 T
Vo ER,, — = ——
v x(x2+1) = 1+a?
(b) Une primitive de f : 2 > —— LI Testd >0, 2 g — = In(1 4+ 22)
ne primitive de f : x — ———— = — — ———— sur I est donc comme z rz—Inz—-1In z?).
P (2 +1) = 1422 - 2

2. Posons u et v les deux fonctions de classe C' définie, pour tout ¢ € I, par :
u'(t)=1—12 o(t) = In(t)
3

u) =t - = (1) =

On procéde alors & une intégration par parties et on obtient :

/I(lftz)lnt dt = [(tt;

&+ | =

Ainsi 'application définie sur I par :

est une primitive de ¢
3. En procédant a une intégration par partie on obtient que ’application définie sur I par

2 .’22

»—>x1
x 2nx 1

est une primitive de I’application h.



II Résolution de 1’équation sans second membre.
4. La fonction y; est deux fois dérivable sur I et, pour tout x € I on a :

2z, 2 2z 2z

1
R — R = —_— — =0
W) - et e s T e Ty

L’application y; est donc bien solution de (Ep).

5. Comme 'application y est deux fois dérivable alors ’application z est, elle aussi, deux fois dérivable sur I comme
quotient de fonctions qui le sont et pour tout x € I, on a :

y(x) = wz(x)
don Y (xr) = z(z)+z(x)
puis y"(x) = 2(z)+z"'(x)

Ainsi y est solution de (Ep) sur [ si et seulement si :

2z 2 2z 2
Vo e I, y”(x)fmy’(x)JrW:O — Vrel, 27(x)+z"(x) — 1+x2( (:c)erz’(x))wmez(x):O
1+2% — 22
— Ve I, ZL’Z“(I’) + QWzl(x) =0
— Veelz'(x)+ Z(x)=0

1+ 22

Ainsi y est solution de (Ep) si et seulement si 2z’ est solution de (E').

6. Les solutions de (E’) sont les fonctions de la forme x — Xe”4(®) ot A est un réel et A est une primitive de

x — ————. Ainsi d’aprés la question 1 — b, Pensemble Sy des solutions de (E’) est :

z(14 22)
{x»—>/\<1—|—xl2> |>\6R}

7. On a donc 2/ de la forme = — A(1 + %) ott A € R. Ainsi z est de la forme z — Az — 2 + p, ot (A, pu) € R2.
L’ensemble des solutions de (Ey) est donc

{z— A2? — 1) + pz|(\, p) € R?}

Partie I11

1. (a) La fonction y, est deux fois dérivable comme produit et somme de fonctions dérivables et pour tout = € I,
on a, en utilisant la relation imposée sur X et p’ :

y(@) = N(@)x + A@) + /(@) (@ — 1) + 2ep(x) = Aa) + 2ep(a)

et pour tout x € I :
Yp (@) = N (2) + 2u(z) + 224/ (2).

(b) On a y, solution de (E) si et seulement si, pour tout x € R :

(+a2) e = X(@)+2u() + 200(0) — T (@) + 200(0)) + ey (@) + (@) @ = 1)
= N(z)+2zp'(z) + \N=) _fi—;fm + M(x)2 £ _fo;_ w2
= N(x) +2zp/ ()
(c) Soit x € I, le couple (N (x), p/(z)) est donc solution du systéme :
{ aN(z)+ (22— p'(z) = 0 { N(z)+2zp'(x) = (1+2%)lnx
N(z)+2zp' () = (1+2%)Inx @2+ D) () = —2(1+2*)nz

On obtient ainsi (X (z),4/(z)) = ((1 — 2?) Inz,zInz). D’apres les questions 2 et 3 on obtient :

3 3
A:xH(x—g)lnx—x—i—a;

2 1'2

n—>x1
T — nr - —
H 2 4



2. D’aprés ce qui précéde, 'ensemble des solutions de (E) sur I est

4 4 20,2 _ 20,2 _ 1
{zr—>(:z:2x3)lnxx2+xg+x(x2 )lnxfx(xél )+)\(x21)+u9:|()\,u)6R2}




