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Suites réelles (2)

1 Limites de suites

Exercice 1.
Les suites suivantes, définies par leur terme général u, (n € N ou N*, ou encore N\ {0,1} suivant les cas),
sont-elles convergentes 7 Dans le cas ou elles convergent, préciser leur limite.
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Exercice 2.

. . o 2u?

Soit u la suite définie pour tout n > 0 par upy+1 = %52” et ug > 0.
1. Montrer que, pour tout n € N, u,, existe et u, > 0. En déduire la monotonie de wu.
2. La suite est-elle convergente ? Calculer sa limite.

3. Montrer que, pour tout n € N, upy1 < ZUT” puis que, pour tout n € N, u, < (%)n ug. Retrouver le résultat
de 2.

Exercice 3.
Soit v la suite définie par vg = 2 et, pour tout n € N, v, 41 = %(1 +v2).

1. Déterminer la monotonie de la suite.

2. Montrer que la suite v ne peut pas étre majorée. En déduire la limite de v, quand n — +o0.

Exercice 4.

1. Montrer que, pour tout n € N*, on a

1

2. En déduire le comportenement de la suite (up)nen définie par :
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2 Suites définies implicitement

Exercice 5.
Soit n € N, I, =|nm — §,nm + 5[ et (E) 'équation tanx = .
1. Soit n € N. Montrer que I’équation (E) admet une unique solution xz,, dans I,.
2. Déterminer la limite de la suite (z,,)nen, et montrer que (%wn)neN* converge vers 1.

3. Montrer qu’il existe une suite (vy)nen qui converge vers 0 telle que x, = nm + § + v, pour tout n € N.

Exercice 6.
n

Pour n € N*| considérons la fonction f, : z — Z zF.
k=1
1. Démontrer que pour tout n € N*| I’équation f,(z) = 1 posséde une unique solution positive, qu’on notera
Up.-
Calculer uy et us.
Démontrer que pour tout n € N*, u, (1 —upy) =1 — up,.

Montrer que (uy)n>1 est une suite décroissante.

Ot W

Apres avoir justifié son existence, calculer lim u,,.

Exercice 7.

Dans chacune des situations suivantes, déterminer les variations de la fonction sous-jacente, la position de son
graphe par rapport & la droite d’équation z = y. Puis étudier en fonction de ug la nature de la suite (up)nen
définie pour tout n € N par :
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a) Upt1 =Up —Inu, b)) upy1 =V2up+3 ¢ uppr=1+lnu, d) Uy =1+ i

3 Suites extraites

Exercice 8.
1. Soit u = (up)nen la suite définie par : Vn € N, w,, = sin (%) + cos (%) . Est-elle convergente ?

2. Méme question pour la suite v = (v, )pen définie par : Vn € N, v, =sin (%) + %

Exercice 9.
Soit u = (up)nen une suite réelle ne tendant pas vers +oo.

1. La suite u est elle nécessairement majorée.

2. Montrer que u admet une sous-suite majorée.

Exercice 10.
Soit u = (up)nen une suite réelle telle que ses trois suites extraites (uon)neN, (U2n+1)neN, (Usn)nen soient
convergentes. Montrer que u converge.

Exercice 11.
On considére la suite u = (up)nen définie par :

VneN, u,=+n—[vn].

1. (a) Expliciter sa sous-suite (u,2)nen-.
(b) Montrer que sa sous-suite (u,2,4,) est convergente et calculer sa limite.

2. Que peut-on en déduire sur le comportement asymptotique de la suite (uy,)pen 7 sur ses éventuels maximum,
minimum, bornes supérieure et inférieure 7



4 Suites adjacentes

Exercice 12.
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Soit n € N*, on note (uy,)nen la suite définie par :  Vn € N*, w, = — | = 2yn et v, = — | -
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. Calculer lim (u, — vp).

n——+o00

. Montrer que les suites (up)nen €t (U )nen sont monotones.

. En déduire que les suites convergent vers la méme limite [ avec [ < —1.

. Quelle est la limite de

2/n

Exercice 13.

n
1
Pour n € N*, on pose H,, = Z s
k=1

Etudier la monotonie de H,,.

2n
11
Démontrer que pour tout n € N*, - > —.

En déduire que, pour tout n € N, Hon > 3.

En déduire que (Hy,)nen+ diverge vers 4o00.

Démontrer que pour tout réel = tel que x > —1, In(1 + z) < z. Pour quelles valeurs de z y-a-til
égalité?

On deéfinit deux suites (vy)p>1 et (wp)p>1 ainsi :
Vn e N*, v, = H, — In(n+ 1) et w, = H, — In(n).

Utiliser le résultat du (a) pour démontrer que les suites (vy)n>1 €t (wy)n>1 sont adjacentes.
n
1
En déduire I'existence d’un réel v tel que <Z ) —In(n) —y — 0. Justifier que v > 0. Ce nombre
k n—00

k=1
~ s’appelle la constante d’Euler.

Exercice 14. Moyenne arithmético-géométrique
Soient a et b deux réels strictement positifs.
On considére les deux suites (up)nen €t (vn)nen définies par récurrence :

- W

U — a g = Un T Un
{ 0 et, pour tout n € N, il 2

vo="> Up4+1 = 1/UpUp.

Démontrer que pour tous réels x et y positifs, \/zy < %
En déduire que pour tout n € N*, 0 < v, < uy,.
Etudier les monotonies de (uy) et (v,) & partir du rang n = 1.

Montrer que ces deux suites convergent vers une méme limite strictement positive.

On définit

M(a,b) = limu,, = limv,.

. Que vaut M(a,a)?



Exercice 15. (difficile)
Soient (up)nen €t (vp)nen les deux suites définies pour n < 1 par :

"1 1
un_ZH’ vn_un+nxn!
k=0

1. Montrer que les suites (up)nen €t (vn)nen sont adjacentes. On note e leur limite commune.
2. Montrer que, pour tout n € N* nlu, < nle < nlu, + %

3. (*) En déduire que e est un nombre irrationnel (on pourra procédé par ’absurde).

5 Suites complexes

Exercice 16.
Etudier la convergence des suites complexes (zy,)nen définies par :

(0, %0) € R? X
1. pour tout n € N, z, = x,, + iy, et VneN, zny1 = 5(Tn — Yn)

VneN, y,4y1= §(xn + yn)

2. pour tout n € N, 2,11 = %zn + 1.

Exercice 17.
Soit 6 un réel vérifiant —7 < 0 < 7).
On considére la suite complexe (2, )nen définie par zg = re? et :

zn+‘zn|

Vn € N, Zn+1 = B

On désigne par 7, le module de z, et par 6, argument (s'il est défini) de z, tel que —7w < 6,, < 7.
1. Effectuer la construction géométrique de z,11 a partir de z,.
2. Exprimer 7,41 et ,n 4 1 en fonction de 7, et de 6, et en déduire que (0,,),en converge, trouver sa limite.
3. Etudier la suite définie pour tout n € N par u,, = r, sin (%), et en déduire r,,.
4. En déduire que la suite (ry,)pn,nn converge et donner sa limite. Méme chose avec la suite (2p)nen.



