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Calcul divers

1. Déterminer un équivalent simple lorsque n tend vers + 'infini de :

2 2 nin(n?+1) + 2n A
Lo +2n* 2.1 1)-1 A5+ 4 In(1- —
e +2n n(n+1)—In(n) 3 Tt (nt D20 7 1) 5 n( sin (n>>

2. On étudie dans cet exercice la suite (u,),>1 définie pour n € N* par
n
1
=3 L.
= VE

(a) Etablir que pour tout k € N*
1

2\/13+1§< b _\/E>§

<

2
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(b) En déduire un encadrement de — pour k € N*.

Vi

(¢) En déduire un encadrement de u, pour n € N*.

(d) Montrer : 9

NG

3. Soit une suite définie par

Ug Z -1
VneN U, =+v1+u,
(a) Justifier briévement que (u,) est bien définie.

(b) Supposons ug = 1. Etudier la monotonie de (u,). Démontrer que cette suite est majorée.
Et montrer qu’elle converge vers une limite que vous déterminerez.

(c) Supposons ug = 2. Mémes questions que ci-dessus.



Une suite récurrente

Soit u = (u,) la suite réelle définie par uy = 1 et la relation de récurrence

2
VneN w1 =u, +—.
Up,

1. Justifier que la suite u est bien définie.

2. Etudier la monotonie de la suite u. Démontrer que
Uy — +00.

On pourra raisonner par ’absurde.

3. Pour tout entier naturel k, exprimer u;,, — ui en fonction de u;. En déduire la limite de

2 2
uy,, — uj lorsque % tend vers +oo.

[

4. Pour tout nombre entier naturel n, on pose v, = .

(a) Montrer que pour tout entier naturel k, vy — vx > 1.
En déduire que pour tout entier naturel n, v, > n.

(b) Montrer que pour tout entier naturel k, vy —vp <1+ %
(c) Montrer que pour tout z € R, In(1+ z) < z.
1
En déduire que pour tout entier naturel £ > 2 : e <In(k) —In(k — 1)

(d) Déduire des questions b) et c) que pour tout entier naturel n > 1, on a

1
v, — vy <n+ — 41+ 1In(n).
Vo

5. Montrer que v, ~n et u, ~ 2y/n.
Corrigé

1. 11 est facile de montrer par récurrence que Vn € N u,, > 0.

2. Soit n € N. On a u,41—u, = = > 0. Ceci démontre que la suite (u,) est (strictement) croissante. D’aprés
le théoréme de la limite monotone elle diverge vers +o0o ou converge vers une limite finie. Supposons
qu’on est dans ce second cas. Notons alors ¢ sa limite. C’est un nombre supérieur a 1 par stablllte des
in¢galités larges. En passant & la limite dans la relation de récurrence, on obtient £ = ¢+ 2, d’ou 2 = 0.
Ceci étant absurde, on a bien que u diverge vers +oo.

3. Soit k € N.

“z+1 — Uy = (Upy1 — Ug) (Upy1 + up)

2 2
U U,



(a) Soit k€ N. On a

u o —ud 1 4 1
Uk—&-l_Uk:%zz(ll—i‘—Q):l—i‘—Q.

Ce calcul améne bien que viy1 — v > 1.

Soit n € N*. Sommons l'inégalité précédente de 0 an —1:

1

,_.
3
|

3

(Vg1 — Vg) > 1 donc par télécopage v, — vy > n.
0

il

0

i

On obtient donc v,, > n + % > n.
(b) Pour k entier naturel, on a calculé vy, — v = 1+ ﬁ Or, si k > 1, on a u;, > k donc u? > k? puis
é < k% < % On obtient bien que

1
Vk > 1 UkJrl—UkSl—i—E.

(c) Soit k > 2. La fonction In est continue sur [k — 1, k], et dérivable sur |k — 1, k[. D’aprés le théoréme
des accroissements finis,
In(k) — In(k — 1)

Je €]k, k+ 1] =T

= 1),

Puisque ¢ > k,ona 1 <1 dou
c k

<.

In(k) —In(k —1) =

Q|
| =

(d) Sommons l'inégalité de la question b) pour k entre 1 et n :

n—1 n—1

1
D (o —w) <Y (1+ E)'
k=1 k=
On obtient
n—1
—v=(n—-1)+ 1
Un (%1 k:
k=1

En écartant le premier terme dans la somme des 1/k, on peut utiliser I'inégalité de la question c)

et écrire
1

3
|
3
—

<14+ )» (In(k) —In(k—1)) =1+In(n) —In(1).

e

e
Il
—
x~
Il

On a donc
vy,—v;=(n—1)+1+In(n—1)—In(1),

Ceci améne bien que v, —v; < n+ In(n).

5. Tout nous pousse a encadrer v,. Pour n > 3,

n |
n<v, <n+lIn(n)+ v d’ou 1§U—§1+M+ﬂ.
n n n

In(n)

On a % — 0 et par croissances comparées, —— — 0. Cet encadrement et le théoreme des gendarmes

conduit a % — 1.



Pour tout n > 1, u? = 4v,, d’ou (tout est positif) % = 42, Passons a la racine, en rappellant que wu,, et
v, sont des nombres positifs. On obtient f/—% = 2\/”—7”. Puisque v,/n — 1 et que la fonction racine carrée
est continue en 1, on a

. —2V1=2.

vn

Un développement asymptotique (Agro 2016)
Dans cet exercice, on considére la suite (5,),cn+ définie par

Vn € N* sn:Z#.

k=1

1. Etude de la nature de (S,).
1
(a) Dresser le tableau de variation de la fonction f:x +— @
(b) Soit k& > 4. Montrer que

In(z) _ In(k)
>
- 2 et Vrelkk+1] ” .

Vo € [k—1,k]

(c) Montrer que, pour tout entier k£ > 4, on a

/k“ In(x) dr < In(k) </k In(x) e
k

x k= Ji. «x

(d) En déduire ’existence de trois constantes réelles positives A, B et C telles que pour
tout entier naturel n supérieur ou égal i 4, on ait :
In?(n + 1) In?(n)

—A<LS,—-B<
2 B - 2

- C.

(e) En déduire la limite de la suite (S,,),cn+-
2. Recherche d’un équivalent de S,,.
(a) Montrer que In*(n + 1) ~ In*(n).
In?(n)
5

(b) En déduire que S,, ~

3. Etude asymptotique de la suite v définie par :

]. 2
Vne N wu, =25, — - (n)
2
(a) Montrer que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 3, u, 1 — u, < 0.
(b) En déduire que la suite u converge.
Dans la suite de 1’exercice, la limite de u sera notée /.

4. Une application. On considére la suite (A, ),cn- définie par

= _,In(k)
N* A, = S ) ——

k=1



(a) Prouver que pour tout entier naturel n» non nul, on a

Aoy = San — S, — In(2)

k=1

| =

"1
(b) On admet qu’il existe un réel 7 tel que Z = In(n) + v+ o(1).
k=1
En déduire que la suite (As,),cn+ converge et déterminer sa limite en fonction de 7.

(c) En déduire que (Az,.1)en+ converge et déterminer sa limite en fonction de 7.

(d) Que peut-on dire au sujet de la suite (A, ),en- ?

Corrigé

1. Etude de la nature de (S,,).

(a) La fonction f est dérivable sur R comme quotient de fonctions qui le sont. On a :

Ve >0 fl(z)= %;l(x)
x 0 e +00
f'(x) + 0 -
f e / ¢ \ 0

(la limite en 400 ayant été obtenue par croissances comparées).

(b) Soit k > 4. Alors, k—1 > 3 > e. Sur [e,+o0[, on vient de montrer que f est décroissante. En
utilisant la décroissance de f sur les deux intervalles [k—1, k] et [k, k + 1], on obtient bien

In(x) > In(k) et k€ [k k4] In(x) < ln(k)'

Vk e lk—1.k
€l K] x k x k

(c) Comme k < k + 1, par croissance de I'intégrale on obtient :

Vk > 4 /k+1 (@) 4, < 1) /k @) 4 ),

x k= Jig =

(d) Sommons les inégalités ci-dessus pour k entre 1 et n : la relation de Chasles s’applique :

n

1 n(x " In(k “ Foln(x
>/ ;)dxgkz_;li)gz:/ @) g

k=1 k=1 k-1

/”*1 In(2) g Ik /n ) 4y

T - k T

M)

k=1
On sait calculer les intégrales ci-dessus : en effet,

/ () 4, = / b () () dz = Inr)".

X

5



On obtient donc ,
2 2 2 2
In*(n+1) In"(4) <5 Z In(k) < In“(n) In (3)

2 2 E — 2 2

k=1

3
C’est bien une inégalité de la forme demandée, en posant A = ln22(4), B=>" ln,(f), et C'= IHQ%
k=1

(e) On aIn(n + 1)* = +oo. Ainsi, (S,,) est minorée par une suite qui tend vers +oo et donc tend vers
+00.

2. Recherche d’un équivalent de S,,.

(a) Calcul du quotient, pour n > 2 :

1mn+n2_(mma++um)2_(mmyum1+um)2

In(n)? In(n) In(n)
1 2
=1+ M -1
In(n)
(b) On reprend I'encadrement de la question 1.(c), et on divise par In(n)?/2. On obtient que pour n > 4,
2 — p—
In(n +1) +2(B A) < 25, §1+2(B C).
In(n)? In(n)? In(n)? In(n)?

3. Etude asymptotique de la suite u définie par :

Yne N wu,=.5,—

(a) Le rapport de I’épreuve déclare que la question a été « rarement bien traitée » et qu’une indication
aurait été la bienvenue. Soit n > 3. On a
1
Upt1 — Up = Spp1 — Sy — 3 (In(n +1)* — In(n)?)

1 n+1
_ n(n+ 1) _/ In(z) e
2 n T

Reprenons I'inégalité obtenue a la fin de la question 1.(b). Celle de droite, écrite pour k =n + 1 (on a
bien alors k > 4) donne exactement

n+1
ln(n;— 1) S/ lnix) dz.

ce qui montre bien que u,4; — u, < 0. La suite (u,) est décroissante a partir du rang 3.
(b) Une fois montré (ou admis!) que la suite (u,,) est décroissante, il reste a observer que d’aprés 'inégalité
montrée en 1.(c), on a, pour tout n > 4,

In(n)? In(n+1)? In(n)?

>B- A+ - > B A
2 2 2

La suite u, décroissante et minorée, converge d’aprés le théoréme de la limite monotone.



4. Dans son rapport, le jury de ’épreuve dit que la question pouvait se traiter par récurrence. On propose
une preuve en écrivant A, en distinguant les termes d’indice pair et d’indice impair.

2n

_,In(k)
A2n _ Z(_l)kz lT
k=1
527 +1) | =, o1 In(29)
— S _ )21\
Z 27 +1 * Zl< ) 2j
1n(2)+ln(j)
n—1 . n
B In(25 +1) In( 2]
_E: 25 + 1 +§: §:
J=0 J=1 J=1
:szn—zﬂ—ln@)zf
i =17

= Sgn — Sn - ln(Q)

k=1

| =

(b) La difficulté de cette question est d’arriver a écrire un développement pour S, tel que celui qui nous
est donné pour la somme des % D’apres la question 3, u,, — ¢, ce qui se récrit

S, = @Mmu).
On a done
Ay, = Sy — 50— 1n(2)S %
- 1“(3”)2 (4 0(1) - 1“(;)2 — 0+ 0(1) — In(2) (n(n) + 7 + o(1))
:%«m@yummf—mmVyJMQmmqumy+dn
= %m(z) In(2)y + o(1)

(¢) La suite (Az,)nen converge donc vers 1 In(2)? — In(2).
(c) Pour n > 1, on a Ag,y 1 = Aoy, + In;:f:;l)
vers la limite trouvée précédemment.

(d) La suite des termes d’ordre pair (Ay,) et celle des termes d’ordre impair (Asg, 1) convergent vers une
méme limite, ce qui prouve la convergence de (A,,) vers cette limite.

As, 4 0(1). La suite (Agpi1)nens converge donc elle aussi



