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Devoir surveillé 6 Problémes
Corrigé
3 heures

Probléme 1
Partie I : Un résultat

Soit (u,),eny une suite croissante qui converge vers un réel ¢ € R. On pose
‘v’nEN,vn:n— g U,

Le but de cette partie est de montrer que la suite (v,),cy converge vers /(.
1. (a) Montrer que (v,),cn est majorée par /.

(b) En déduire que (v,),ecny converge vers une limite L telle que : L </

2. (a) Montrer que : Vn € N, 2Up11 — Up = Up.
(b) En déduire que L = .
Corrigé :

1. (a) Soit n € N, comme la suite (un)nen est croissante et converge vers £ on a :
Vk e [1,n], up</?
En sommant ces inégalité on obtient :

Zuk n+1

D’ou

’VnEN, vngﬁ‘

(b) Soit n € N, on a
n+1

= g
n+ n n+2 kio

o Un 41 1 B 1
B n+2+kzo(n+2 n—f—l)uk

n

n

1

Up41 1
= —_ —_—U
n+2 kZ:O(nJrl)(TLJFZ) F
Mais la suite (uy,)nen est croissante donc, pour tout k € [1,n], ug < w,yq ainsi :

n

gn < § ! Un+1
P (n+1)( n+2) (n+1)(n+2)
=O ku=0+1

<
)

Ainsi pour tout n € N, v,41 — v, > 0 la suite (v,)nen est donc croissante, on a montré a la question
précédente qu’elle était majorée, elle converge.
Comme la suite est majorée par ¢ sa limite est inférieure a 4.



2. (a) Soit n € N, on a, par définition de (vp)nen :

2n+1

2 1
2 n —Unp = -
Vant1 — 0 om + 2 Zuk n+12“k
k=0 k=0
1 2n+1
= PR
n+ 1 k=n-+1

Mais la suite (un)nen est croissante ainsi, pour tout k € [n+1,2n + 1], ux < u, d’oll en sommant ces n + 1
inégalités :
n+1

200p41 — Uy 2 mu

n

On a bien

\Vn €N,  2v,41—Vn 2 Uy

(b) La suite (v2p+1)nen €St une suite extraite de (v, )nen elle converge donc vers la méme limite que (vy,)nen-
Par somme la suite (202,11 — vp)nen converge donc vers 2L — L et comme daprés la question précédente :

VneN, 2uy,11— v, 2 uy,

On a donc L > 1.
Mais d’aprés la question 1(b) on a L <! d’ou

Partie II : Une application

an

V1+a,

3. (a) Montrer que (a,)ncn est bien définie et qu’elle est a valeurs dans R’ .

On définit la suite (a,)nen par : ap>0 et VneN a,41 =

(b) Montrer que (a,)neny converge et déterminer sa limite.

4. Considérons 'application f définie par :

f+ Ry — R
V1 -1
e o vitr-l
T
Montrer que f est décroissante.
1 1
5. On définit maintenant la suite (b,),cn par : VvneN b, = - —
Ap+1 (7%

(a) Exprimer, pour tout n € N, b,, en fonction de a, et de f.
(b) Montrer que (b,)nen est croissante.

(c¢) Montrer que (b,),cy converge et déterminer sa limite.

6. Notons (c¢,)nen la suite définie par :
Y * 25 b
neN* ¢, - kz:;) k-
(a) Pour tout n € N*, exprimer ¢, en fonction de a, et ag.
(b) Montrer que : Ay ~ %
Corrigé :

3. (a) Par récurrence!

(b) Etudions la monotonie de (ay)nen-
Soit n € N. On a :

an (1 — /1 —|—an)
Up+1 — Gp = m

D’aprés la question précédente a,, est positif ainsi

1+a,>1



et donc, par croissance de ’application racine

vita, =21
D’ou
1-v1+4+a,<0
On a donc, comme a,, > 0 et \/1+a, >0

Gp41 — An < 0

la suite (an)nen est donc décroissante. D’aprés la question 3a elle est minorée par 0 ainsi d’aprés le théoréme
de la limite monotone, elle converge.

vi+zx

0 . 01— VIt6)

— T :0
Vv1i+4 V1+4
“— (= ou 1—+/14+4¢;,=0

~— (1 =0

Comme l'application = — est continue la limite ¢; de (a,)nen vérifie :

!

Ainsi (a,)nen converge vers 0.

4. la fonction f est dérivable comme quotient d’applications dérivables et pour tout 2 € RY on a :

Py - XA WIFECD

x—2\/1—|—xai2\/1—|—x—1)

222\/1+
—x—242/1+«x

222\/1+x

. (1-vita)®
T w2 /Tta

Le carré d’un réel étant toujours positifs, la dérivée de f est négative et donc f est décroissante.

5. (a) Soit n € N on a par définition

1 1
by = - =

an+1 2%

V1+a, 1
a, an,

vi4+a, —1

Qn

On a ainsi

(neN, b, = f(an)]

(b) Soit n € N, comme (ay,)necn est décroissante on a :

an+1 < (07

d’oli, comme f est décroissante :
flant1) = flan)

et donc, d’aprés la question précédente :
bn+1 2 bn

‘ La suite (b, )nen est croissante. ‘

(c) Soit x € RY on a reconnait f(x) comme le taux d’accroissement en 0 de I'application g : = — /1 + .
L’application g étant dérivable, comme composée d’applications dérivables. Le taux d’accroissement admet
une limite en 0. De plus pour tout x € R} on a :



D’ou

L’application f admet une limite en 0 la suite (a,),en converge vers 0 ainsi par composition la suite
(f(an)), ey converge vers .

6. (a) Soit n € N*. On a

On reconnait une suite télescopique. On a donc

1 /1 1
Vn € N¥, cn:(—>

n

(b) Notons que, comme (b,,),¢n est croissante, d’aprés la premiére partie, la suite (¢, ),en converge vers la méme
limite que (by,)nen c'est & dire % Ainsi on a

1 1 1
na,  Nag 2
1 .
et comme — — 0 on en déduit :
naop
1 . 1
nan, 2
D’ott en multipliant par 2 on a :
2
2n
an
On en déduit
2
Ap ~ —
n

Partie III : Une application de I’application

On définit la suite (u,),cy par : up >0 et Vn e N U1 = up+ /.
1. Montrer que (u,)nen est bien définie et qu’elle est a valeurs dans R .

2. Montrer par ’absurde que (u,),cn diverge vers +oo.

n2

3. Montrer que : Up ~ —.

4
Corrigé :
1. Récurrence!
2. Soit n € N, on a
Upg1 — Up = Up + /Up — Uy, = /Up =0

Ainsi

‘La suite (up)nen est croissante‘

D’aprés le théoréme de la limite monotone (uy,),en converge vers une limite finie ou diverge vers +oo.
Supposons que (u,)nen converge vers une limite finie notée £5. Comme ’application = — x + /x est continue la
limite ¢ vérifie alors :

ly="Ly+\/ly = /3 =01, =0

Mais on a vu que (uy)nen était croissante et, par définition, ug > 0 d’ou la contradiction. Ainsi

’ La suite (uy,)nen tend vers 4oo.




3. Il est bien noté que c’est une application de ’application. Il faut bien trouver le rapport! On note, pour tout
neN

Soit n € N on a alors :

ap4+1 =

On a ainsi,

VHGN, pt+1 = \/%

et on reconnait la suite de la partie précédente. Et comme on a montré que

n
Ay, ~ 5
Or par définition, pour tout n € N

1
Uy = —
2
an

ainsi par inverse et carré on a bien :
4
Up ~ —

Probléme II : La série harmonique et une application

Dans tout ce probléme, on notera, pour n € N*,

3

H, =
k=1

x| =

Dans un autre contexte, la suite H est appelée série harmonique. Dans ce probléme, on démontre que
la suite (H,) est divergente, et on précise la fagon dont (H,,) tend vers ’infini. Une application est donnée.

Partie A. Divergence de la série harmonique

1. Justifier que (H,,) est une suite croissante. Quels sont les deux comportements possibles pour cette
suite lorsque n tend vers ’infini ?

2. Soit n € N*. Prouver ’inégalité
H2n - Hn 2

| —

3. Démontrer par ’absurde que (H,,) tend vers +oo.

Partie B. Vitesse de divergence.

4. Soit k € N*. En intégrant ’inégalité Vz € [k, k + 1] % < 1 <1 justifier I'inégalité
L (k4 1) — In(k) < &
—— <In —1In -
k+1~ ~ k

En déduire ’encadrement
Yn>2 H,—1<In(n) < H,_1.



5. Démontrer que
H, ~ In(n).

Partie C. Constante d’Euler.

Soit u, = H, — In(n).

6. Démontrer que (u,) converge, vers une limite finie comprise entre 0 et 1.

On note 7 la limite précédente. Ce nombre, appelé constante d’Euler, vaut environ 0.577. A ce jour, on
ne sait pas s’il est rationnel ou irrationnel.

On vient d’obtenir, dans les trois parties précédentes, le développement asymptotique

|H, = In(n) + v + o(1)]

Partie D. Une application.

Considérons la suite (S,),cy définie par :

x>

~ (=1)

= E+1

Sp =

7. Montrer que les suites extraites (S2,)nen €t (S2n4+1)nen convergent vers la méme limite.
8. En déduire que (S,),cn converge.

9. Démontrer pour tout n € N*, I’égalité
Son = Hopy1 — Hy.

10. En utilisant le développement asymptotique encadré, démontrer que la limite de (S,) est In(2).

Partie A. Divergence de la série harmonique

1. Pour n e N*, H,41 — H, = %_H > 0. La suite (H,,) est donc bien croissante. D’apreés le théoréme de la limite

monotone, soit elle converge vers une limite finie, soit elle tend vers +oc.

2. Soit n € N*; calculons
2n 2n

1 1 1 1
Hs, — H, = Z%Z Z %:n-%:g.
k=n+1 k=n+1
On a minoré chacun des termes de la somme par le plus petit d’entre eux!

3. Supposons que (H,) ne tend pas vers +oo. D’aprés la question 1, (H,,) converge vers une limite finie, notons-1a
{. En passant a la limite dans l'inégalité obtenue en 2, on obtient

{—0>0 soit 0 >

DN | =

Ceci étant faux, on en déduit que H,, — +o0.

Partie B. Vitesse de divergence.

1. Soit k € N*. Intégrons l'inégalité Vx € [k, k + 1] k%rl < % < % Puisque 0 < g, on obtient

k+1 1 k+11 k+11
/ —dtg/ fdtg/ — dt,
k41 et ek

ce qui donne bien



Sommons, pour k € [1,n— 1] (n > 2)

—
S
|
S
|
—

n— 1

1

— < In(k+1) —1In(k)) <
> 7T < 2 (nlh 1) k) <

Eol
Il
bl
Il
L
| =

Le télescopage, ainsi qu’un changement d’indice & gauche donne

n
k=2

<In(n) —In(1) < H,_1,

T =

ce qu’il fallait démontrer.

2. Parlons de stratégie. Il nous faut démontrer l’existence d’une limite, et I’énoncé nous a fait montrer des inégali-
tés... On se dirige donc vers une utilisation du théoréeme des gendarmes.

Encadrons lrﬁ'—;) Soit n > 2. L’inégalité de la question 2 (& gauche) donne

H <1+ 1

H, <1+1 i .
<1+In(n) soit n(n) = ()

L’inégalité de la question 2 (& droite), écrite pour n + 1 donne

H, In(n+1)
In(n) Z In(n)

In(n+1) < H, soit

On a donc 'encadrement

Onal—i—ﬁ%l.DepluS,

In(n+1) In (n(1+ 1)) ~ In(n) +1n (1+1) _ In(1+ 1)

In(n) In(n) N In(n) * In(n) L

D’aprés le théoréme des gendarmes, on a bien

Partie C. Constante d’Euler.

Intéressons-nous a la monotonie de (u,). Pour n € N,

! T~ (In(n 4+ 1) —1n(n)) .

Upt1 — Up = Hyyp —In(n+1) — H, +In(n) = .

Cette différence est négative, d’aprés la premiére inégalité prouvée en partie B : la suite (u,) est donc décroissante. De
plus,
up, = H, —In(n) > H,—1 —In(n) >0,

d’aprés une autre inégalité de la partie B. La suite (u,) est donc décroissante et minorée. D’aprés le théoréme de la
limite monotone, elle converge vers une limite finie, que nous allons noter . Par stabilité des inégalités larges, on
obtient v > 0. De plus, (u,, ), décroissante, est majorée par son premier terme u; = 1 : cela donne en passant a la limite
7<1

Partie D. Une application.

1. Soit n € Non a
(_1)2n+2 (_1)2n+1

Sonio — Son
2 2 2n+31+ 2n + 2
- (2n+2)(2n + 3)
Ainsi la suite (S2,)nen est croissante.
On a de méme : )
S mn - S n
s el (2n+ 3)(2n + 4)



La suite (S2,+1)nen est donc croissante.
On a enfin :

(_1)2n+1
Sonp — S =
2n 2n-+1 2” + 9

qui tend vers 0 quand n tend vers +o0.

Les suites (S2,)nen €t (S2n+1)nen sont adjacentes ainsi elles convergent vers une meéme limite.

2. Les deux suites extraites (S2,)nen €t (S2n41)nen convergent vers la méme limite ainsi la suite (S, ),en converge
vers cette limite.

3. On propose dans ce corrigé une prewve par un calcul direct, en discutant la parité de l'indice. Si vous avez peur
de ne pas savoir gérer ce type de calcul, vous pouvez envisager un raisonnement par récurrence.

Soit n € N*.

= + :
= 25 +1 = 2742
_i 1 o1& 1
2+l 24 ]

Pour faire apparaitre la quantité Hs, 41, on va ajouter a la premiére somme les termes de Hs, 11 d’indice pair :
1 1 )
22:1 257 soit §Hn :
n n
1 1 1 1
S :g — ——-H,—-H,=H - H,.
2"jﬂw+{zﬂw P R

4. D’apres la question 6, il existe une suite (g,)nen qui tend vers 0 en +oo telle que, pour tout n € N :

H, = In(n) + v + &,

SQn - H2n+1 - Hn
=In(2n+1) + v+ eant1 — (In(n) + v +¢5)

1
=1In <2 + ) + Eo2n+1 — En-
n

Or, eapt1 — 0,6, > 0 et In(2+ %) — In(2) (la fonction In étant continue en 2). On en déduit que (Ss,) a pour

limite In(2). Elle a aussi pour limite la limite de (S,,), dont elle est extraite, ce qui achéve de prouver que (S,)
tend vers In(2).



