Lycée Condorcet
PCSI

Limites et continuité
Limites

Exercice 1.
Calculer, si elle existe, la limite de f(x) quand z tend vers a dans les cas suivants :
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Exercice 2.

Déterminer les limites suivantes, si elles existent et montrer qu’elles n’existent pas le cas échéant :

. 1 N (1)L
a)  lim coszcos — b) lim xsinz c¢) lim
z—0 x T—+00 z—0 T
Continuité

Exercice 3.
Les fonctions suivantes sont-elles prolongeables par continuité sur R 7
1. f:R\{-1} — R, z+—sin(z+ 1)In|z + 1
1

2. f:R* — R,z +— cos <)
x

1
3. f:R* — R,z — x2cos <>
x

1
T

5 f:R*— R, z+— |z/*sinzsin 2, ot a € R (on discutera suivant les valeurs de «)

4. f:R* — R, z —— sinxsin

x si x>0

6. f:R* — R, x+—— ze § 2<0

7. f:R* —>R, 2+— —



Exercice 4.

Soit f la fonction définie par
R — R

o (:10—1)6ﬁ six <1
0 sixz>1

1. Justifier que la fonction f est bien définie sur R, puis préciser la valeur de f(1).
2. Montrer que f est continue au point 1.

Exercice 5.
Etudier la continuité des fonctions suivantes :

1.f:x»—>(x2—1)sin<xi1> 3.h:xr |z 4 (z — |z])?
2. g:x+cos(ln|z|)In(1 + ) 4. x — |z | sin(mx)

Exercice 6.
Montrer qu’une fonction continue de R dans R qui s’annule sur une partie dense de R est identiquement nulle.
Montrer que si f et g sont deux fonctions continues sur R et égales sur une partie dense de R, alors f = g.

Exercice 7.
Soit f la fonction définie sur [0, 2] par :

) rsizeQ
f.x%{ 2—zsizeR\Q

Montrer qu’il existe un unique a de 'intervalle |0, 2[ tel que f soit continue en ce point, et déterminer celle-ci.

Exercice 8.
Soit f une application de R dans R telles que : V(z,y) € R?, f(z+vy) = f(z) + f(y).

1. Soit z € R fixé.
(a) Montrer que, pour tout n € Z, f(nz) = nf(zx).
(b) Montrer que, pour tout r € Q, f(r) =rf(1).

2. Montrer que si f est continue en 0, alors f est une homothétie.

Image d’un intervalle par une fonction continue

Exercice 9.
Montrer que les seules fonctions continues de R dans Z sont les fonctions constantes.

Exercice 10.
Soit f : [a, b] une fonction continue.

1. On suppose que f([a,b]) C [a,b], montrer que f admet un point fixe.
2. Méme question lorqu’on suppose [a,b] C f([a, b]).



Exercice 11.

Soit f une fonction continue sur un segment [a, b] & valeurs dans [a, b].

Elle admet un point fixe (cf exercice précédent).

On suppose de plus que f est contractante c’est a dire qu’il existe k € [0, 1] tel que

V(z,y) € [a,b, [f(2) = f(y)| < klz —y.

1. Montrer que f admet un unique point fixe dans [a, b]. On le note c.

2. Soit (un)pen une suite réucrrente définie par ug € [a, b] et up+1 = f(uy) pour tout n € N,
Montrer que, pour tout n € N, |up4+1 — ¢| < k|u, — ¢|. En déduire que (uy,)nen converge vers c.

Exercice 12.
Soit f € C([0,1],R) et n € N*. Le but de cet exercice est de démontrer qu’il existe ¢ € [0,1 — 1/n] telq ue le taux
d’accroissement de f entre ¢ et ¢ + 1/n est le méme que le taux d’accroissement de f entre 0 et 1.
n—1
1. Traiter le cas f(0) = f(1) = 0. Considérer Uapplication x — f(z + 1/n) — f(x), et calculer Zg(k:/n)
k=0
2. Traiter le cas général.

Exercice 13.
Montrer qu’une fonction continue et périodique de R dans R est bornée et atteint ses bornes.

Exercice 14.
Soit f une fonction continue sur R telle que : Vx € R, f(2z) = f(x).
Montrer que f est constante. (Indication : on pourra montrer qu’une telle fonction vérifie : Vo € R,Vn € Nf(x) =

f (%))

Exercice 15.
Soit f la fonction défnie sur R par

. 1 .
sin (= six #0
s ={ S, T
f(0)=0
1. Montrer que f n’est pas continue en 0.

2. Montrer que l'image d’un intervalle par f est un intervalle.

Nous venons ainsi de voir que la réciproque du TVI n’est pas vraie!

Exercice 16.
Soit f une application croissante de R’ dans RY , et soit ¢ > 1. On suppose que

flex)

f(x) T—>+00 ’

Montrer que pour tout d € R,




