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Calcul matriciel
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Dans ce chapitre, K désigne R ou C et on fixe deux entiers naturels non nuls n et p.

1 Matrices rectangulaires

1.1 Présentation

e Une matrice & n lignes et p colonnes & coefficients dans K est un tableau de nombres (dans K) a n lignes et p
colonnes. Se donner une telle matrice, c¢’est donc se donner np scalaires, en précisant ’emplacement de chacun de ces
scalaires (le numéro de ligne et le numéro de colonne).

Notation

On note M, ,(K) I’ensemble des matrices & n lignes et p colonnes, & coefficients dans K.
Si A est une matrice de M,, ,(K), pour tout (7,7) € [1,n] x [1,p], on notera [A];; le scalaire sur la i-iéme ligne et
j-iéme colonne.

e Exemples.

e Vocabulaire.
— Sin = p, on note M,,(K) = M,, ,(K), et on appelle matrice carrée d’ordre n tout élément de M, (K).
— Sin =1:on appelle matrice-ligne (a p colonnes) tout élément de M, ,(K).

— Si p =1: on appelle matrice-colonne (& n lignes) tout élément de M,, 1 (K).

¢ Remarques

— On appelera matrice nulle de taille n x p la matrice de M,, ,(K) dont tous les coefficients sont nuls. On la notera
On p-



Soient A et B deux matrices. Elles sont égales si et seulement si elles ont méme taille n X p et si pour tout

(4,9) € [L,n] x [1,p] :
[Ali; = [Bl;

1.2 Addition et multiplication par un scalaire

~— Définition 2.

Si A,B € M,, ,(K), et A € K, On définit les matrices de taille n x p A+ B et AA par pour tout (7,j) €

[1,n] x[1,p] :
[A+ Blij = [Alij + [Blij, [Mli; = AlAl45.

e Remarque. Pour additionner deux matrices, il faut qu’elles aient la méme taille.

e FExemples.

1. La matrice nulle est neutre pour ’addition des matrices : pour toute matrice A € M,,,(K), on a
A+0pp=0,,+A=A.

2. Pour toutes les matrices A, B et C' dans M,, ,(K).
e A+ B =B+ A (l'opération est communtative).
e (A+B)+C=A+ (B+C) (Uopération est associative).
3. Pour toutes matrices A et B de M,, ,(K), pour tous scalaires A, 1 de K,
o (A +pu)A=XA+pA.
e A(A+ B) = MA + AB (distributivité de la multiplication par un scalaire sur la somme).

1.3 Produit matriciel
1.3.1 Produit de deux matrices

Soit (m,n,p) € (N*)3.
Soit A € M,, »,(K). Soit B € M,, ,(K).

~ Définition 4.

Le produit de A et B, dans cet ordre, est la matrice & m lignes et p colonnes, notée AB, définie par, pour
tout (k,7) € [1,m] x [1,p],

n

[ABli; =) _[Alwi[Bli;.

=il

¢ Remarques



1. Pour que le produit AB soit défini, le nombre de colonnes de A doit étre égal au nombre de lignes de B.
Le produit d’une matrice de M,, ,(K) avec une matrice de M,, ,(K) est une matrice de M,, ,(K).

2. Si A est une matrice et X est une matrice colonne telle que le produit AXsoit défini alors AX est une matrice
colonne combinaison linéaire des colonnes de A.
Exemple 1

Dans la liste suivante, déterminer tous les couples de matrices dont on peut faire le produit, et calculer alors le
produit.

Déterminer tous les couples de matrices qui commutent.

1 0
1 2 3 1 1 1 1 0 0
A=1[1 2 3|, B=[2 2 2 7C’:<? ;1 3 i L}))71): 02 0}, EF= (1) 8 ,F:<1 })
1 2 3 3 3 3 0 0 3 11

On a, pour toute matrice A € M, ,(K), pour toute matrice B € M, ,(K) et toute matrice C' € M, (K) :

Ax(BxC)=(AxB)xC

Notation

Pour tout m € N*, on note I,,, la matrice carrée d’ordre m (cette matrice a donc m lignes et m colonnes) dont les
coefficients situés sur la diagonale valent 1, et les autres 0.

1
1 0
1, =
O 1
9 1 sik=/ . ; .
En notant I,, = (ake)1<ke<m, on a : ¥(k,£) € [L,m]*, are = 0 sinon La matrice I,, s’appelle la matrice

identité (d’ordre m).

- )

Pour tout matrice A € M,, ,(K), on a

Al,=A et I,A=A.

A0y, = 0pnA=0,,




- )

On a les deux propriétés suivantes :

1. Pour tout matrice A € M, ,(K), et pour tout couple de matrice (B,C) € M, ,(K)?, on a :

AXx(B+C)=AxB+AxC

2. Pour tout couple de matrice (A4, B) € Mf,’q et toute matrice C' € M, ,, on a :
(A+B)xC=AxC+BxC

3. Pour tout couple de matrice A € M, ,, toute matrice B € M, , et toutscalaire A on a :

(AA)B = A(AB) = A(AB)

\

Attention !
Le produit matriciel n’est ni commutatif ni intégre. C’est & dire que si A et B sont deux matrices

e alors méme si AB et BA sont définies alors I’égalité : AB = BA n’est pas toujours vraie.

e si AB = 0 cela n’implique pas nécessairement que A =0 ou B = 0.

1.4 Transposée d’une matrice
— Définition 8. A

Soit A € M, ,(K). On appelle transposée de A la matrice, notée A ou notée A, appartenant a M, ,,(K),
et telle qu’on ait

V(]vl) € [[Lp]] X [[Ln]]a [AT]ij = [A]JZ

Exemple 2
1. La transposée d’une matrice colonne & n lignes est une matrice ligne & n colonnes.

2. La transposée d’'une matrice ligne & p colonnes est une matrice colonne & p lignes.

1 2 3 4 ; Z 190
3. Posons A= (5 6 7 8| ¢eMsz4(K). Alors AT € My 3(K), et AT = 3 7 11
9 10 11 12 48 12
| | — O —
e Remarque. Si A € M,, ,(K) a pour colonnes Cy,...,C, : A= [C; ... C,|,alors AT = est la
| | —cr—
matrice dont les lignes sont CT,. .., C}; .

- )

Soit (m,n,p) € (N*)3.
1. Pour toutes A, B € M,, ,(K), pour tout (\, u) € K?, on a (AA + uB)T = NAT + uBT.
2. Pour toute A € M,, ,(K), (AT)T = A.
3. Pour toute A € M,, »(K) et toute B € M,, ,(K), (AB)T = BTAT.




1.5 Matrices élémentaires de M,, ,(K)

~{ Définition 10.

Dans M,, ,(K), pour i € [1,n], j € [1,p], on note E; ; la matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf
celui a la position (7, j), qui vaut 1. Une telle matrice est parfois dite élémentaire.

\

Toute matrice de M,, ,(K) s’écrit comme une combinaison linéaire des matrices de la famille
(Eij),j)eq,n]x1,p]- Cette décomposition est unique. Plus précisément,

[M]i;Ei;

n p
=1

-3

i=1j

\.

~ Définition 12.

Pour tout couple d’entiers (i, j), on définit le symbole de Kronecker par

s o1 st i=j
HT10 st QA

\.

On a pour tout (i,7,k,1) € [1,n]* on a dans M,, ,,(K) :

EijEg; = 0j1E; .

2 Cas des matrices carrées

2.1 Puissances d’une matrice carrée.

~ Définition 14.

Soit M € M, (K). Pour tout entier naturel p, on définit par récurrence la puissance p-éme de M, notée

MP par
MO = I,
MPHL = M.MP

\

Pour toute matrice M € M, (K), et pour tous entiers naturels p et g,

MPMI = MIMP = MPta.




Soient A et B deux matrices carrées de taille n qui commutent (i.e. AB = BA). Alors, pour tout p € N,

p—1
1. AP — BP = (A—B))_ A*pr='=k
k=0
P
2. (A+B)P = Z (Z) A¥BP~*_ (Binéme de Newton)
k=0
Attention !

Si les matrices ne commutent pas les formules précédentes sont fausses !

2.2 Matrices triangulaires

~ Définition 17.

Soit A € M,,(K).
— On dit que A est triangulaire supérieure si pour tout (i, ;) € [1,n]? tel que i > j, [A];; = 0 (i.e.
les coefficients situés sous la diagonale sont nuls).
— On dit que A est triangulaire inférieure si pour tout (i,5) € [1,n]? tel que i < j, [A];; = 0 (i.e. les
coefficients situés au dessus de la diagonale sont nuls).

— Si A est a la fois triangulaire supérieure et triangulaire inférieure (i.e. les coeflicients situés en dehors
de la diagonale sont nuls), on dit que A est diagonale.

Si (A1,--+,An) sont des scalaires on notera Diag(Aq,- -+, \,) la matrice de M,,(K) diagonale :
M 0 ... 0
Diag(A1, -+, A\p) = 0 A
g
0 0 X\,

e Exemples.

e La matrice nulle est une matrice triangulaire supérieure (resp. triangulaire inférieure, resp. diagonale).

e Si A e M,(K) et B € M,(K) sont deux matrices triangulaires supérieures (resp. triangulaires
inférieures, resp. diagonales), et si (\, ) € K2, alors AA + B est une matrice triangulaire supérieure
(resp. triangulaire inférieure, resp. diagonale).

Soit une matrice M € M, ,(K) et deux matrices diagonales D = Diag(ds,...,d,) € M, (K) et D' =
Diag(dy, .. .,d;,) € M,(K).

e La matrice DM est déduite de M en multipliant la ligne 7 de M par d;, et ce pour tout i € [1,n].
e La matrice M D’ est déduite de M en multipliant la colonne j de M par d}, et ce pour tout j € [1,p].




Exemple 3

a b ¢
Soient M =|d b ¢ |etD=

all bl/ c//

D ~
Le produit de deux matrices triangulaires supérieures (resp. triangulaires inférieures, resp. diagonales) est
une matrice triangulaire supérieure (resp. trigulaire inférieure, resp diagonale).

S O =
S O O

0
0 |. Ecrire DM et MD.
3

Soit (di,- -+ ,dn) € R™ et D = Diag(dy,...,d,). Alors pour tout k € Non a :

D¥ = Diag(dt, ..., d")

2.3 DMatrices symétriques, matrices antisymétriques
~— Définition 22. A

Soit A € M,,(K) une matrice carrée.

1. On dit que A est symétrique si A7 = A.
2. On dit que A est antisymétrique si A7 = —A.

¢ Exemples.

¢ Remarque
Les coefficients diagonaux d’une matrice antisymétrique sont nuls.

— )

e La matrice nulle est symétrique (resp. antisymétrique).

e Si Ae M,(K) et Be M,(K) sont deux matrices symétriques (resp. antisymétriques), et si (A, u) €
K2, alors AA + pB est une matrice symérique (resp. antisymétrique).

e Remarque. Le produit de deux matrices symétriques n’est pas forcément symétrique. Par exemple, si
1 2 1 11 2
A=12 0 O et B=|1 2 1],
1 0 1 2 1 1
alors

AB =

W Do Ot
NN O

et AB n’est pas symétrique.



2.4 DMatrices inversibles, une premiére introduction

Définition 24.

Soit A € M,,(K). On dit que A est inversible §'il existe une matrice B € M,,(K) telle que

AB = BA =1,.

Si une matrice A est inversible alors I’inverse est unique et on note I’inverse A~".

e Notation. On note GL,(K) 'ensemble des matrices inversibles de M, (K).

¢ Exemples.

Soit A € M,,(K).

1. On suppose qu’il existe une matrice B € M,,(K) telle que AB = I,,.
Alors A est inversible, et A~ = B.

2. On suppose qu’il existe une matrice B € M, (K) telle que BA = I,,.
Alors A est inversible, et A~! = B.

Soient A, B € GL,(K). Alors AB € GL,(K), et (AB)~! = B~14~1.

Soit A € GL,(K). Alors AT € GL,(K) et (AT)~! = (A~HT.

Soit A € M5(K). Notons A = <ZH 212>. Alors A est inversible si et seulement si aj1a90 — ajoa21 # 0, et
21 Q22

A1 1 agz  —aiz
a11G22 — @12a21 \—4@21 Q11

dans ce cas,

r

e Exemples.
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