
Equation fonctionnelle (Banque Agro)

Dans tout ce problème, a désigne un réel positif et E l'ensemble des fonctions à valeurs réelles dé�nies sur [0, a].

Une fonction f de E véri�e la condition (∗) si et seulement si

(∗) il existe un réel A tel que pour tout x dans [0, a], |f(x)| ≤ Ax.

On notera S l'ensemble des fonctions de E satisfaisant la condition (∗).

Partie A.

1. Soit f une fonction de S.

(a) Montrer que f(0) = 0.

(b) Justi�er que f est continue en 0.

2. Démontrer que S contient la fonction nulle et que c'est un ensemble stable par combinaisons linéaires, c'est-à-dire

∀f, g ∈ S ∀λ, µ ∈ R λf + µg ∈ S.

3. Soit g une fonction telle que g(0) = 0 et telle que g est dérivable sur [0, a] et de dérivée bornée sur [0, a]. Démontrer que
g appartient à S.

4. En déduire que toute fonction de classe C1 sur [0, a] et s'annulant en 0 appartient à S.

5. (a) Redémontrer que pour tout réel x di�érent de 1 et pour tout entier naturel n, on a

n∑
k=0

xk =
1− xn+1

1− x
.

(b) En déduire d'une part que pour tout x ∈ [0, 1[ et pour tout entier naturel n, on a

n∑
k=0

xk ≤ 1

1− x
,

d'autre part que pour tout x dans [0, 1[,
n∑

k=0

xk −→
n→+∞

1

1− x
.

Partie B.

Soit φ une fonction satisfaisant (∗) et ne prenant que des valeurs positives ou nulles. Pour tout x dans [0, a] et pour tout
entier naturel n, on note

un(x) =

n∑
k=0

φ
( x

2k

)
.

1. (a) Montrer que pour tout réel x dans [0, a], la suite (un(x))n∈N est croissante et majorée.

(b) En déduire que pour tout x ∈ [0, a] la suite de terme général un(x) converge vers une limite �nie, que l'on notera
u(x).

(c) La question précédente dé�nit une fonction u sur [0, a]. Montrer qu'elle appartient à S.

2. Soit f une fonction dé�nie sur [0, a]. On dit qu'elle véri�e la condition (∗∗) si et seulement si

(∗∗) ∀x ∈ [0, a] f(x)− f
(x
2

)
= φ(x).

(a) Montrer que u véri�e (∗∗).
(b) Soient f et g deux fonctions véri�ant (∗∗). On note h = f − g.

Montrer que pour tout x dans [0, a] et pour tout entier naturel n on a

h(x) = h
( x

2n

)
.

(c) Déduire de ce qui précède qu'il existe au plus une fonction continue en 0 véri�ant (∗∗) et prenant en 0 une valeur
donnée.

(d) Montrer que si f véri�e (∗∗) alors

∀x ∈ [0, a] ∀n ∈ N f(x) = f
( x

2n+1

)
+

n∑
k=0

φ
( x

2k

)
.

(e) Montrer qu'il existe une et une seule fonction de S véri�ant (∗∗).
3. Soit α ∈ [1,+∞[. Notons φα la fonction dé�nie sur [0, a] par φα(0) = 0 et ∀x ̸= 0 φα(x) = xα.

(a) Montrer que φα est dans S et à valeurs dans R+.

(b) Déterminer l'unique fonction f dans S véri�ant la condition (∗∗) pour φ = φα.
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