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Systémes linéaires

Exercice 1.
Résoudre les systémes suivants dans R3 :

r—y+ z = 1 2c+3y+ z = 4 y—z = 1 20 —y+ 2z
a) e+ y— z = 2 b) —r+ y+22z = 3 c) 2e+ y+ z = 3 d) x +y +22
r—2y+3z = 0 Tr+3y—5z = 2 T +z =1 T + z
S={(1,-1,-1)} S ={(-4,5,-3)} S={1-214+z22),z€R} S=10
dr+2y—2z = 0 3r —6y—6z = 0
) 3r—y+ 2z = 3 f) 3r —2y—3z = 0
r+y+ z = 1 —2x+4y+6z = 0
r—y+ z = =2 6r — 12y — 12z = 0
S=0
Exercice 2.
Résoudre dans R* les systémes suivants :
—3z+ y+ 2+t = 0 —x + 3y -t =0
a) r—3y+ z+t = 0 ) 20— y+2z+2t = 0 C){x+y+z+t = 1
r+ y—3z+1t = 0 oy + 2z =0 r+y—z—t = -1
z+ y+ z—3t = 0 z+2y+2z24+t = 0

Exercice 3.
A quelles conditions portant sur les paramétres réels a, b, ¢ et d, les systémes suivants sont-ils compatibles ?
Résoudre alors chacun d’eux.

rTH+y+ 2 = a 3r —3y—2z = a —2x—-3y+3z = a 2vty—3z =
3z +y—95z =
a) x—y—z = b b —Adr+4y+3z = b ¢ r+2y— 2z = b ¢
dr+2y— 2z =
—3z+y+3z2 = ¢ 20 —2y— z = ¢ r+ y—2z = c
x -7z =
Exercice 4.
Discuter et résoudre en fonction du paramétre m € R les systémes suivants :
r+ y+mz = m r+my+ 2 = 1 (m+Da+ my — 2m
a) mr+ y+mz = 1 b) mr+y+(m—-—1)z = m c)
mr+(m+1l)y = 1
mr+my+ z = m r+ y+ =z = m+1
Corrigé :
a) Soit m € R.
On a les équivalences suivantes
T+ y+mz = m r + Y + mz = m
mr+ y+mz = 1 <<= Ly—mly 1-m)y + m(l—-m)z = 1-—m?
mr+my+ z = m Lz —mL, (1-m%)z = m(l—m)

QU O



Peut importe les valeurs de m le dernier systéme est échelonné. On peut donc discuter des solutions en fonctions
des valeurs de m.

e Sim#1etm#—1.
Dans ce cas le sytéme n’admet que des inconnues principales et il admet donc une unique solution obtenue

2m+1 m
’ 14m ) 14+m

par substitution (—1 ) Pensez a simplifier par 1 — m les équations.

e Sim=1
Le systéme est alors équivalent au systéme :

r + vy + z =1
0 =
0 =0

Il admet une infinité de solutions :

{(1—y—292)|y,2) € R*}

e Sim=-1.
Le systéme est alors équivalent a :

r + y - z = -1
2y — 2z =0
0 = -2

Le sytéme n’admet alors pas de solution.
b) Soit m € R. On a les équivalences suivantes :

x + my + z =1 r + y + z = m+1
me + y + (m—1)z = m = Ly Ls mr + y + (m—1)z = m
r + vy + z = m+1 r + my + z =1
r + Y + = m+1
— Ly—mlL, (1-m)y — z = —-m?
Ly — L (m—1)y = —-m
r + Y + 2z = m+1
— (m—1)y = —-m
Ly L
2 (1-m)y — =z —m?
r + Y + 2z = m+1
= (m—1)y = —-m
L3+ Lo — z = —m(l+m)

On peut maintenant discuter des solutions du systéme en fonction des valeurs de m.
e Sim#1.
Le dernier systéme est alors échelonné et il admet autant de pivots que d’inconnues. Toutes les inconnues
sont donc principales. Le sytéme admet donc une unique solution obtenue par substitution :

m3 —m2—2m+1 m
,m(1+m)

1—m "1—m
Sim=1.
Alors le systéme est équivalent &

Le systéme n’admet donc pas de solution.



¢). Comme les coefficients des inconnues dépendent tous de m on est obligé de commencer dés le début la

disjonction de cas.

e Si m = 0 alors le systéme est égal &

= O

U

e Supposons maintenant que m # 0. Le systéme est alors équivalent &

Qui admet une unique solution (0, 1).

m+1
o + LHy _ 1 Tz + Ty
e
(m+1)x + ?nly — om Ly —(m+1)L _2m+1y
m

— Sim#—1/2.
Alors le systéme admet une unique solution : (m,1 —m).

— Si m = —1/2. Alors le systéme est équivalent a
r — y = -2
0 =0

{(—2+y,9) |y eR}

L’ensemble des solutions est alors




Exercice 5.
Pour quelles valeurs de A les sytémes suivants ne sont-ils pas de Cramer ?

_ 1-XNz— y— =z =0 (2—- Nz + 4z = 0
a) { Z(%2x+)(\)2$—+)\?))y = 8 b) 2+ (2-Ay+ 3z = 0 o) { 3z—(A+Ny+12: = 0
Y 2 — 2+ (-3-Nz = 0 =2+ (5-Nz = 0

Exercice 6.
Soient (a, b, ¢) trois réels tels que a # b. On conisdére le systéme suivant, d’inconnues réels x,y, 2, :

r+ay+z+bt =
(S) ar +a*y +bz + bt = ¢
a’r+ady+ Pz + 03t =

Montrer que l'ensemble des solutions de (S) est non vide si et seulement si ¢ € {a, b}.

Exercice 7.
L’espace est rapporté a (O, 1,7, k).

1. On considére dans l'espace les trois points A B et C' de coocrdonnées respectives (—1,2,1), (1, —6,—1) et
(2,2,2). Donner un systéme d’équations paramétriques du plan P défini par les points A, B, C puis une
équation cartésienne de P.

2. Mémes questions pour les points A’, B" et C' de coordonnées respectves (1,1,1), (1,2,3) et (4,0,0).
3. On considére la droite D d’équations :

D T+y—32 = —6
—2r—-4y+3z = -1

Donner une écriture parameétrique de D.

Exercice 8.

On munit Pespace d’un repére orthonormé (O, 7, j, k). Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur ¢ € R
) ) )

pour qu’il existe une méme droite contenue dans les trois plans définis par les équations suivantes :

(P) : (1—-a)x—2y+2z=0
(P) : 3z—(14+a)y—22=0
(Ps) : 3z—-2y—(1+a)z=0
Exercice 9. (*)
Soit uy, -+ ,u, € R™ On suppose que pour tout (A, ,\,) € R" si

zn:/\z‘uz’ =(0,---,0),
k=1

alorsona A\ =---= X, =0.

n
Montrer que pour tout v € R”, il existe un unique n-uplet (u1,--- , up) tel que : v = Z iU
k=1



