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Dérivation

1 Dérivabilité

Exercice 1.
Déterminer ’ensemble E des points de R o la fonction f est dérivable, et calculer f’ sur E, dans les cas suivants :
a) f:ar— 22t — 523 + 322 — 7o + /2, b) f:x+—— cos(3x + 4), c) f:axr— Jxe®,

d)f:a:%sn\l/(g), e)f::c»—>exp(;v5/2), f) f:x— —In|cosz,
1
g) f: x> xzsin(27), h) f:z+— n(z+5) —:_e;cp(cosx)j i) f:2— ztan(z?),
x
o [z +1 . 2?In(2?) siz #0 19
j) f @ Arctan ( x—l)’ k) f:z+— 0 six—0 (f est-elle de classe C'7),

) f: 2+ tan(sinz).

Exercice 2.
Soit f la fonction définie par f(x) = xv/2x — x2. Déterminer son ensemble de définition. Puis, étudier la continuité
et la dérivibabilité de f.

Exercice 3.
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x|z|. Montrer que f est de classe C' sur R.

Exercice 4.
Soit v € R7. Etudier la continuité, la dérivabilite de la fonction f, définie par :

1
|z|*sin(—=) siz #0
T

Ve eR, f(z)=
0 siz=0
puis regarder si la fonction est de classe C.
Faire de méme avec les fonctions :
1 2y _
2 1 : exp(2z°) -1 |
a(z) = x° cos <$> si x#0 bao)=d — si x>0
0 si =0 0 si x=
1 .
oz) = exp <_x+1> si x#£-—1
0 si x=-—1

Exercice 5.

1. Soit I un intervalle de R tel que : Ve € I, —xz € I.
Soit f : I — R une application dérivable.
Montrer que si f est paire (resp. impaire) alors f’ est impaire (resp. paire).
2. Soit T'€ R%.. Soit f : R — R une application T-périodique et dérivable.
Montrer que f’ est T-périodique.



2 Fonction réciproque

Exercice 6.
Soit f la fonction définie sur [e, 400 par f(x) = me Montrer que f est bijective de [e, +00[ dans un sous-ensemble
de R a préciser puis étudier la dérivabilité de la fonction réciproque g. Exprimer alors ¢’ sans logarithme népérien.

Exercice 7.

1. Montrer que, pour tout = € R, |sin(x)| < |z|.

2. Prouver que la fonction sinus définit une bijection de l'intervalle [—7; §] sur un intervalle que I'on déter-
minera.

3. On note g sa fonction réciproque. Dresser le tableau de variations de g.

4. Déterminer alors I’ensemble de dérivabilité de g puis dessiner sur un méme graphique l'allure de la courbe

du sinus sur [-F, ], et I'allure de g.
5. (a) Montrer que, pour tout x €] — 1, 1[, cos? (g(x)) =1-22

1
V1—22

(b) Montrer alors que, pour tout x €] — 1,1[, ¢'(z) =

3 Rolle et accroissements finis

Exercice 8. Régle de I’hopital
Soient a, b deux réels tels que a < b. Soient f et g deux applications définis sur [a, b] et dérivables sur |a, b], telles
que pour tout x €la, b, ¢'(z) # 0.

fla) = f(b) _ f'()
9(b) —g(a)  g'(¢)

gauche est bien défini et on pourra considérer f — Ag, avec A un réel bien choisi.

. On commencera par justifier que le membre de

1. Montrer qu'il existe ¢ €]a, b] tel que

, —
2. En déduire que si f/(a:) — ¢ quand z tend vers a™, M aussi.
9'(x) 9(z) —g(a)
3. Application. Calculer les limites suivantes :
lim :U—sSima:7 lim 1n(1+§)—x
z—0 T z—0 T

Exercice 9. Théoréme de Darboux.
Soit f : I — R une fonction dérivable (ou I est un intervalle de R).

1. On suppose qu'il existe a, b € I tels que f'(a) <0 < f'(b).

(a) On suppose a < b (resp. b > a). Justifier que f admet un minimum sur [a, b] (resp. un maximum sur
[b, a]), et que cet extremum est atteint sur ]a, b[.

(b) Montrer qu'il existe ¢ €]a, b[ tel que f'(¢) = 0.
2. Soient a, b€ I et A € R tels que f'(a) < X < f'(b). Montrer qu’il existe ¢ €]a, b tel que f'(c) = A.

3. En déduire que I'image f’(I) de U'intervalle I par f’ est un intervalle (la fonction f’ vérifie la propriété des
valeurs intermédiaires méme si elle n’est pas forcément continue).

Exercice 10.

1. Montrer que, pour tout z € [0,1], on a x <e* — 1 < ze.

2. Montrer que, pour tout z €] — 1, +0o0|, % <Iln(l1+4+z) <z
x



Exercice 11.
Montrer par deux méthodes que pour tout n € N*, et tout (a,b) € (R4)? tel que 0 < a < b, on a

bn+1 _ an—f—l

(n+1)a" < —

< (n41)b".

Exercice 12.

Soient a et b deux réels tels que a < b.

Soit f : [a,b] — R telle que : Vz € [a,b], f(x) # 0. On suppose que f est continue sur [a,b] et dérivable sur
Ja,b[.

Montrer qu’il existe ¢ €]a, b| tel que

Exercice 13.
Soit f € C'([a,b]). Montrer que f est lipschitzienne.

4 Suites et accroissements finis

Exercice 14.
Soit k un entier supérieur ou égal a 2.

1. Applique I'inégalité des accroissements finis sur [k — 1, k] & la fonction f définie sur |0, +o00| par

f)=—=.

n
1
2. Montrer que la suite (S, )nen+ définie pour tout n € N* par S, = Z 73 converge.
k=1

Exercice 15.

n
On définit la suite (up)nen+ par la relation w, = Z — —In(n).
k=1
1. Montrer que, pour tout k € N* on a :

1
2. (a) Montrer que, pour tout n € N*, In <n + >

(b) Montrer alors que la suite u converge.

3

3. Variante On introduit, pour tout n € N*, la suite (vp)nen+, Un = —In(n+1). Montrer que les suites

=

k=1
u et v sont adjacentes.

Exercice 16.
On veut déterminer une valeur approchée de I'unique solution négative de l'équation (E) : ¥ = 3 + 2.

1. Montrer que I'équation (E) admet une unique solution o sur R™ puis justifier que —2 < a < —1.

x
-3
2. Soit g la fonction définie sur R par g(x) = c 5

(a) Résoudre ’équation de point fixe g(z) = x sur R™.




(b) Justifier que Va €] — 00, 0] et ‘g’(x)‘ < 2%
3. On définit la suite u par ug = —1 et Vn € N, up11 = g(un).

(a) Montrer que, pour tout n € N, Upn < 0.
(b) Montrer que, pour tout n € N, Unt1 — al < u, —qf
puis que |up, — af < o

(c) En déduire que la suite u converge vers a.

(d) Ecrire une fonction Python qui prend en entrée un réel positif € et qui qui renvoie une valeur approchée
de a & € pres.

Exercice 17.
On consideére la fonction f et la suite (uy,)nen définies par :

fi R, — R uo >0
1 |
— Vi € N, uni1 =
g 2+ mE T e

1. Montrer que u,, existe et u, > 0 pour tout n € N.
2. Résoudre dans R Péquation f(z) = x.
3. Montrer que

Uy — (=1 4+ V2)

N

Vn € N7 Up+1 — (_1+\/§)’ <

4. Conclure quant a la convergence de la suite (uy)nen.



