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Dérivation (2)

1 Dérivées successives, fonctions de classe Cn

Exercice 1.

Soit n > 2, montrer que l'application ϕ dé�nie par :

ϕ : R → R
x 7→ (x2 + 1)e3x

est de calasse Cn et calculer sa dérivée n-ième.

Exercice 2.

Déterminer, pour tout n ∈ N, la dérivée n-ième de :

a) f1 : x 7→ cos3 x; b) f2 : x 7→ ex sinx c) x 7→ (x3 + x2 + 1)e−x

Exercice 3.

Soit n ≥ 1 et 1 ≤ k ≤ n.

1. Calculer la dérivée k-ième de x 7→ xn−1 et x 7→ ln(1 + x).

2. En déduire la dérivée n-ième de la fonction x 7→ xn−1 ln(1 + x).

Exercice 4.

On considère la fonction f dé�nie sur R par f(x) =
1√

1 + x2
.

1. Montrer que f est de classe C∞ sur R et que pour tout n ∈ N, il existe un polynôme Pn tel que :

∀x ∈ R, fn(x) =
Pn(x)

(1 + x2)n+
1
2

et tel que
Pn+1(x) = (1 + x2)P ′

n(x)− (2n+ 1)xPn(x)

2. Chercher une équation di�érentielle simple liant f et f ′. En appliquant alors la formule de Leibniz, montrer
que :

∀n ∈ N∗, ∀x ∈ R, Pn+1(x) + (2n+ 1)xPn(x) + n2(1 + x2)Pn−1(x) = 0

Puis
P ′
n = −n2Pn−1.

3. Calculer Pn(0) pour tout n ∈ N.
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2 Fonctions convexes

Exercice 5.

Montrer que, pour tout x ∈ [0, π/2], on a :
2

π
x ≤ sinx ≤ x

Exercice 6. Inégalité de Bernoulli
Soit n ≥ 2.

1. Étudier la convexité de la fonction f dé�nie sur [−1,+∞[ par f(x) = (1 + x)n.

2. En déduire que, pour tout x ≥ −1,
(1 + x)n ≥ 1 + nx.

Exercice 7.

Soit f une fonction convexe de classe C1 sur un intervalle [a, b]. Montrer que

(b− a)f

(
a+ b

2

)
≤
∫ b

a
f(t) dt ≤ (b− a)

f(a) + f(b)

2
.

Exercice 8.

1. Étudier la convexité concavité de l'application dé�nie sur R par x 7→ 1

1 + ex
.

2. En déduire que, pour tous x1, · · · , xn ≥ 1, on a

n∑
k=1

1

1 + xk
≥ n

1 + (x1 · · ·xn)1/n

Exercice 9.

1. Montrer que la fonction x 7→ ln(1 + ex) est convexe sur R.
2. Établir que, pour tout (x1, · · · , xn) ∈ (R∗

+)
n,

1 +

(
n∏

k=1

xk

)1/n

≤

(
n∏

k=1

(1 + xk)

)1/n

.

3. En déduire que, pour tout (x1, · · · , an, b1, · · · , bn) ∈ (R∗
+)

2n, alors(
n∏

k=1

ak

)1/n

+

(
n∏

k=1

bk

)1/n

≤

(
n∏

k=1

(ak + bk)

)1/n
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