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Dérivation (2)

1 Dérivées successives, fonctions de classe C"

Exercice 1.

Soit n > 2, montrer que 'application ¢ définie par :

6: R — R
r = (22+1)e¥

est de calasse C" et calculer sa dérivée n-iéme.

Exercice 2.
Déterminer, pour tout n € N, la dérivée n-iéme de :

a) fi:xrcosdx; D) forixe¥sine c) z— (P2t +1)e®

Exercice 3.
Soitn>1letl<k<n.

1. Calculer la dérivée k-iéme de x +— 2"~ ! et z +— In(1 + ).
2. En déduire la dérivée n-iéme de la fonction  — 2" !In(1 + ).

Exercice 4. )

V1422

1. Montrer que f est de classe C* sur R et que pour tout n € N, il existe un polynoéme P, tel que :

On considére la fonction f définie sur R par f(z) =

P, (x)

VeeR, f(z)=——""—
(1 +x2)n+%

et tel que
Poii(z) = (1 4+ 23 P (z) — (2n + 1)zP,(z)

2. Chercher une équation différentielle simple liant f et f’. En appliquant alors la formule de Leibniz, montrer
que :
Vn € N*, Vo € R, Poyii(x) + (2n + 1)zPy(z) + n*(1 4+ 22)Py_1(z) = 0

Puis

P =—-n’P,_ ;.

n

3. Calculer P,(0) pour tout n € N.



2 Fonctions convexes

Exercice 5.

Montrer que, pour tout x € [0,7/2], on a :
—r<sinzx <cx
T

Exercice 6. Inégalité de Bernoulli
Soit n > 2.
1. Etudier la convexité de la fonction f définie sur [—1,4-o0[ par f(x) = (14 z)™.

2. En déduire que, pour tout x > —1,
(14+2)" > 1+ nz.

Exercice 7.
Soit f une fonction convexe de classe C! sur un intervalle [a, b]. Montrer que

fla) + S(8)

) < [ ar<o-0f

o-af(

Exercice 8.

1. Etudier la convexité concavité de I’application définie sur R par z e
e

2. En déduire que, pour tous x1,--- ,z, > 1, 0n a

n

1 n
D Tim 2
k:11+$k 1+ (2

Exercice 9.

1. Montrer que la fonction = — In(1 4 €*) est convexe sur R.

2. Etablir que, pour tout (21, ,2,) € (R})",

n 1/n n 1/n
1+ (H xk> < (H(lerk)) .
k=1

k=1
3. En déduire que, pour tout (z1,--- ,an,b1, -+ ,by) € (]Ri)%b, alors
n 1/n n 1/n n 1/n
k=1 k=1 k=1



