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PCSI

Dérivation (2)

1 Deérivées successives, fonctions de classe C"

Exercice 1.

Soit n > 2, montrer que 'application ¢ définie par :

6: R —» R
T (:p2+1)635"’

est de calasse C™ et calculer sa dérivée n-iéme.

Exercice 2.
Déterminer, pour tout n € N, la dérivée n-iéme de :

a) fi:xrcosx; D) foixze®sinzg ¢) z— (P22 +1)e®

Exercice 3.
Soitn>1et 1<k <n.

1. Calculer la dérivée k-iéme de x +— 2" ! et x — In(1 + z).
2. En déduire la dérivée n-iéme de la fonction x — 2"~ !In(1 + ).

Corrigé :
1. Notons f et g les fonctions définies pour tout x €] — 1, +o00[ par :

fx)=z""1 et g(z)=In(1+x)

Soit n > 1, montrons par récurrence que pour tout k € [1,n], 'assertion

P(k) :Va €] = 1,+o00] f®(z) = mxn_l_k ot 9'(z) = (_1)k+lm

est vraie.
On a, pour tout x €] — 1, 00|,

_ - 1 0!
1o _1n2:(” n=1-1 ot J(p) = — ()2
Ainsi P(1) est vraie.
Soit k € [1,n — 1], supposons P(k) vraie.
Soit z €] — 1, +00[, a alors
(k+1) (0 — £(0) () — (mn=—D!n—1-k) 1 p _ (n—1)! n—1—(k+1)
fr ) = (@) n—1-k! n—1—(k+1)"
, —k(k — 1) k!
(k+1) — (n) — (=1 k41 M\ 4/ = (=1 k+2 v
Ainsi P(k + 1) est vraie.
Le principe de récurrence permet ainsi de conclure que pour tout k € [1,n] on a
—1)! L (k—1)!
v -1 By (=D b oF () = (kAT )




2. Notons que, pour tout x €] — 1, 400[, on a
F® (@) =0

Ainsi d’aprés la formule de Leibniz on a, pour tout z €] — 1, +o0[ :

Fo) = 3 (})a s )

k=0

B " /n 4= (n=1! ,_
- 3 (e i e
B n n (_x)k:—l
- ("_1)!Z<k>(1+a:)k

k=1

Ainsi si z = 0 alors (fg)™(0) = n! (Tous les termes de la somme sont nuls sauf pour k = 1).
Et si ¢ # 0 alors :

Exercice 4.

1
On considére la fonction f définie par f(z) =

NS

1. Montrer que f est de classe C*® sur R et qu’il existe un polynome P, tel que :

)y D)
Ve e R, fY"(x)= 7(1 N xg)nJr%

et tel que, pour tout entier n, pour tout réel z, on a la relation de récurrence :
Poii(z) = (1+ 23 P (x) — (2n + 1)z Py (z)

2. Chercher une équation différentielle simple liant f et f'. En appliquant alors la formule de
Leibniz, montrer que :
Vn € N*, Vo € R, Pop1(z) + (2n+ 1)zPy(x) + n*(1 4+ 22) Py_1(2) = 0
Puis
P, = —n’P, ;.
3. Calculer P,(0) pour tout n € N.

Corrigé :

1. L'application = +— /Z est une fonction C* sur [1,+o0], la fonction z +— 1 + 2% étant & valeurs dans

[1,4+00[ et étant aussi C* alors par composition la fonction x — /1 + 22 est bien de classe C*°. Ainsi par
composition f est bien de classe C*.

Pour tout n € N on note A(n) l'assertion

A(n) : 7 il existe un polynéome P, tel que Va € R, ) (z) =



En prenant Py =1 on a bien

F
Ve € R, f(z) = —2&)
(1+22)2t0
Ainsi A(0) est vraie.

Soit n € N, supposons A(n) vraie. On a alors, pour tout z € R :

1
F0H () = (1+ x2)(n+2)PA(x) —2x(n+

(1 + 22)2(n+2)
(L) E [+ )Py () — a

2n + 1) Py ()]
(1 + 22)2n+1
_ (14 2?)P.(x) — 2(2n + 1) Py, ()
(14a2)"t3

Et comme P, est un polynome alors (1 + 22)P! (x) — z(2n + 1) P,(z) est un polynome.
Ainsi si A(n) est vraie alors A(n + 1) est vraie. On a de plus

Poii(z) = (1 + 2% P (x) — 2(2n + 1) Py(z)

Le principe de récurrence permet ainsi de conclure que pour tout n € N, il existe un polynéme P, tel que,
pour tout x € R :

f ) = A

(1+22)"+
et on a bien pour tout z € R.

Poii(z) = (14 2%) By () — 2(2n + 1) P, (2)
2. Soit n € N*.

Notons que, pour tout x € R, on a :

ef(z) = —(1+a%) f'(x)
On applique alors la formule de Leibniz aux deux membres de cette égalité, et comme la dérivée seconde

de lapplication z — x et la dérivée troisiéme de 'application x — 1+ 2 sont nulles on a, pour tout z € R

zf™ (@) + nf" (@) = —(1+2) f (@) — n220f ™ (2) — n(n — 1) F" 7V (2)
On a donc

1+ 2?) (@) + (2n + 1)z f™ (2) + n2fO D (2) =0

Ainsi d’aprés la question précédente on a pour tout x € R :

P, P, P,

(1 + $2) n+1($) 4 (2n + 1)1, (:U) . n2 1(:(}) .
(1 + 22)nti+s (1+a2)"ts (1+x2)"" 1+

Ainsi en simplifiant et réduisant au méme dénominateur on obtient :

Vn € N*, Vo € R, Poyi(z) + (2n+ DaP,(z) + n*(1 + 2*)P,_1(x) = 0

Soit z € R. D’aprés le résultat montré dans cette question et celui de la question précédente on a :

(1423 P (z) —x(2n+1)Py(z) = —n*(1+22) Pyt — (2n+1)zP,(2) <= (14+2%)P.(z) = —n*(14+2°)P,_4
Mais pour tout € R 1+ 22 # 0 d’ou




3. Soit n € N, d’aprés la question 1, en évaluant en 0 la relation de récurrence entre les polynémes on obtient, :

Pn+1(0) = Pl (0)

n
Mais d’aprés la question 2, toujours en évaluant en 0 on a :
P/(0) = —n%P,_1(0)
On a donc, pour tout n € N,
P, 1(0) = —n?P,_1(0)

Notons que Py(0) =1 et P;(0) = 0.
La relation établie ci-dessus permet alors de démontrer par récurrence que pour tout n € N :

n
Po(0) = (=)™ J[(2n = 1)* et Pany1(0) =0
k=1

2 Fonctions convexes

Exercice 5.
Montrer que, pour tout x € [0,7/2], on a :

—x <sinzx <x
T

Exercice 6.
Soit n > 2.

1. Etudier la convexité de la fonction f définie sur [—1, 400 par f(z) = (1 + x)".

2. En déduire que, pour tout x > —1,
(14+2)" > 1+ nx.

Exercice 7.
Soit f une fonction convexe de classe C! sur un intervalle [a,b]. Montrer que

o-ar(*37) < /f a0 f@ O,

Correction :
Pour la premiére inégalité, on utilise le fait que le graphe d’une fonction convexe est au dessus de ses tangentes.
On I'utilise avec la tangente en a—“’ Ainsi on a, pour tout t € [a, b]

(5 () (-2 e

Ainsi comme a < b et par croissance de l'intégrale on a :
b b
b b b
Lr(57) e (5 (-557) s [ w
o 2 2 2 a

)+ (55 (- 25) = (33— (42 (5 - =50)]

Mais

On trouve bien ainsi




Pour la deuxiéme inégalité on utilise la définition de la convexité.
Notons tout d’abord que l'application qui ¢ & A € [0,1] associe Aa + (1 — \)b est une bijection de [0, 1] & valeur

dans [a, b] (sa réciproque est application qui a ¢ € [a, b] associe Z—:z) On va alors procéder au changement de

variables t = ¢(\) rappelons que l'on a alors ( dt = a — b dA). D’ou

b ©(0)
tydt = t) dt
/a £(t) L £(0)

0
— [ Heta-t
! 1
- (- a)/o Fa+ (1= A)b) dA
Or comme f est convexe pour tout A € [0,1] on a :
fAa+ (1 =N)b) < Af(a) + (1= A)f(b)

Ainsi, comme 0 < 1, par croissance de l'intégrale on a :

/1 Fa+ (1= Xb) dA < /1 Af(a) + (1= A f(b) dA
0 0

Mais . )

| ar@+a-nrman =[S0+ 0=,

= 3f(a) +3f(b)
Et comme b — a est positif, on a donc bien 'inégalité
b
[ 1< - 0 LOEI0
Exercice 8.
1

1. Etudier la convexité concavité de I’application définie sur R par z —

1+ex’
2. En déduire que, pour tous x1,--- ,z, > 1, on a

n

1 n
D Tia 1
k:11+xk 1+ (1 xp) /n

Corrigé :

1. Notons f 'application définie sur R qui & x associe Elle est deux fois dérivable. En calculant la

er’
dérivée seconde et en en étudiant le signe on montre que f est convexe sur Ry et concave sur R_ (le point
0 est donc un point d’inflexion).

2. Nous allons utiliser la convexité de f sur R.
Notons pour tout i € [1,n]

yi = In(z;)

Comme pour tout i € [1,n], z; > 1 alors In(x;) > 0 et donc y; > 0.
L’application f étant convexe sur Ry la formule de Jensen donne alors

f (Z ;w) < Z%f{yi)
1 i=1

1=



Or on a les égalités :

| 1
f<zny> C 14enZinii(@)
1
1+ (21 -an)/m

Et par ailleurs

L’inégalité de Jensen donne donc :

e 1 1
- <
n= 14z, 1+(x1-~~acn)1/”

Et comme n est positif on obtient bien :

n

1 n
P e 1
S ltw T 1+ (2 2) /n

Exercice 9.

1. Montrer que la fonction = — In(1 4 €*) est convexe sur R.

2. Etablir que, pour tout (21, ,2,) € (R})",

n 1/n n 1/n
14 (H xk> < (H(1+xk)> .
k=1

k=1
3. En déduire que, pour tout (z1,--- ,an,b1, -+ ,by) € (Ri)%, alors
n 1/n n 1/n n 1/n
k=1 k=1 k=1



