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Comparaison des suites. Comparaison des fonctions

Exercice 1. Donner un équivalent simple des fonctions suivantes au voisinage du point considéré.
27 + 12325 + cos(z) + L |zt] +22% + 3

a) xT ? 21:13/2 1Le-® en +o0o b) X m en +o0o
In(1 -
c)x—>sin(3z) en0 d) z — sin(3z) en % e) x—> n(ln—(:j)) en 0
f)zr— Vz+1—vVr—1 en+oo ) 2 sin(z) en 0 h) sin(x) L
i VT NG
1
I)JEI—>M en 0 J)I"—>($+1)x—.’rx en 0.

sin?(2x)

Exercice 2. Montrer que pour z >0, (x+1)* -2t =1—-2+ oo(x).
T—

Exercice 3. Soient a et b deux réels strictement positifs.

In(a)

1
1. Justifier que quand =z — +o0, ar =1 + ——= 4+ 0(—). On a un résultat similaire pour b=
x x
1 1 T
z + bz
2. En déduire lim <H> .

T—+00 2

Exercice 4. Etudier 'existence et la valeur d’une limite pour chacune des fonctions suivantes, en le point consi-

déré.
1 — cos(In(1 + a* V1t VI—z— V2

a) xr— cos(In(l + 27)) n 0 b) z — i T2 en 0
26 + Arctan(x) x

Développements limités
Exercice 5. Ecrire le développement limité a ’ordre n indiqué, au voisinage de 0, pour les fonctions suivantes.

a) © > (328 — 142% + 132° + 523 — 22 + 1)(1 +a:)%, n=2

In(1 + 22
b) x + (sinz)?cos(z), n = 4 ¢) 2 4 sin(x), n =3 d) xHIli_:_ﬂ;),n:éL
T
~(=DF
e) T — exp E % , neN* f) x — exp(cosz), n =3 g) z+— In(In(e +x)), n =3.
k=1

Exercice 6. Trouver, tout en montrant qu’elles existent, les limites suivantes :
x

e’ —1—sinx 1 1 ¥ — (sinx)”® @
lim &2 Ty i (o - lim &I gy g (@)
a) 250 1— cosa ) 250 (sin2 T SL’2> ©) 0+ z3 ) z—rtoo (a>0)
) i ¢ LRt t Vo € R”, Arctan(z)+Arctan(~) = )
e) lim x{arctanz — o——— | (on commencera par montrer que : ¥z € R}, Arctan(z)+Arctan(_) = 5
Corrigé :

Soit x € R% on a I'égalité :

ey (1 (25

2% = €aclngc



et par croissance comparée xlnx —6 0 donc par composition :
T—r
¥ — 1
z—0

Cette limite étant non nulle on a

D’ou par produit :

z—0 T

SIna " (e
X

%0 1 par composée et produit de limites on a :
T—

sin x
zln ( ) — 0
X x—0

On obtient ainsi en utilisant le DL de exp en O :

emln(sigz) tahn <sm$> ‘o <xln (smx))
x z—0 €T

. T
¥ — (sinz)® ~ 1— <smm>

Notons que, pour tout z € R} :

Et comme %

Ainsi
sinz\” sin sin x
1—< > :—xln( )—l—o (xln( >>
X x z—0 x
D’ou .
L (smx) ~ —sln <Slnx>
x x—0 €T
et donc

On va maintenant calculer le D1 en 0 du second membre pour trouver un quivalent.
Notons, pour tout z € R,
sin(z)

u(z) = . —1

In (Sin‘”) — In (1 4 u(x))
)en 0 :

T
avec u(x) — 0, d’ott en utilisant le DL de In(1 4 z
T—

On a alors :

In (Smx> —u(@) + o (ul))

T

Maison ale DL en 0 :

On otbtient ainsi le DL en 0

D’ou




et donc

3
_ x
¥ — (sinz)® ~ —
z—=0 6

D’ou .
¥ — (sinzx)”® 1
x3 z—0 6

Finalement on a la limite :

x® — (sinx)”® 1
H —
3 z—0 6

zvax?+1
z—1
1. Déterminer la tangente en 0 de la courbe de f. Etudier la position de la courbe par rapport a la tangente.

Exercice 7. Soit f la fonction définie sur R\1 par f(z) =

2. Etudier la branche infinie de la courbe de f en +oc.

1—cosz —zsinx
Exercice 8. On considére la fonction f définie par f(z) = 5 pour tout x € R*.
x

1. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0.

2. On note enore f ce prolongement. La fonction f est-elle de classe C! sur R?

Exercice 9. Soit n € N. On note f, la fonction définie sur | — 1, 4o00| par :
1 "In(1

(1+2)"In(1+z) S0
foix—s x(2 1—1— x)

5 siz=0

Déterminer le développement limité & 'ordre 2 au voisinage de 0 de fj.
Montrer que fq est dérivable en 0. Que vaut f'(0)?

Préciser alors la position de la courbe de fy par rapport & sa tangente en 07

Ll

Bonus Refaire les mémes questions avec f,, pour n > 1.

Exercice 10.
Soit f : [0,1] — R une application de classe C?, et soit a €]0, 1[. On définit une application g : [0, a[U]a, 1] — R

par :
vz € [0,a[Ua, 1], g(z) = W

1. Prolonger g par continuité au point a. On désigne encore par g I'application obtenue.

2. Montrer que g est de classe C* sur [0, 1].

Exercice 11.

Montrer que, pour n € N*| I’équation z"e® = 1, d’inconnue = € R, admet une unique solution, que 1’on note
T

Trouver (ag,ar,az,as) € R* tel que, pour n € N*,

1)'

ai az az
Tp = a0+*+72+73+0(73
n n n n n

—00

(On dit qu’on effectue un développement asymptotique a quatre termes de z,, quand n — o).

Exercice 12.

2Inx

7 ln(sin ) > |

Trouver un équivalent simple en 0 de ’application x — cos (



Exercice 13.
Chercher d’éventuelles asymptotes aux graphes des fonctions suivantes (on commencera par préciser 1’ensemble
de définition).

a)flzx»%(x—l)exp(wl)m) b) fo:xz—

r+1
14 el/z’

Exercice 14.
Notons f I'application définie sur R* par :

Ve e R*, f(z) = ™37 sin (@%2)

1. Montrer que pour tout n € N, on a
f@) = o(a")
2. En déduire un développement limité de f en 0 & tout ordre.
3. En déduire que f est prolongeable par continuité en 0 et que sa prolongée est dérivable en 0.

4. L’application f est elle deux fois dérivable ?



