Lycée Condorcet Mars 2025
PCSI

Comparaison des suites. Comparaison des fonctions

Exercice 1. Donner un équivalent simple des fonctions suivantes au voisinage du point considéré.
27 + 12325 + cos(z) + L |zt] +22% + 3

a) T — 21:13/2 et en +o0o b) T m en +o0o
In(l+e®
c)x—>sin(3z) en0 d) x — sin(3z) en % e) x—> n(ln—(:j)) en 0
flze—vVr+1—+vr—1 en+oo ) & —s sin(x) en 0 h) sin(x) o
g NG NG
1
i)wHM en 0 rr— (x+1)* =2 en0.

sin?(2x)

Exercice 2. Montrer que pour z >0, (x+1)* -2t =1—-2+ oo(x).
T—

Exercice 3. Soient a et b deux réels strictement positifs.

In(a)

1
1. Justifier que quand =z — +o0, ar =1 + ——= 4+ 0(—). On a un résultat similaire pour b=
x x
1 1 T
z + bz
2. En déduire lim <H> .

T—+00 2

Exercice 4. Etudier 'existence et la valeur d’une limite pour chacune des fonctions suivantes, en le point consi-

déré.
1 — cos(In(1 + a* V1t VI—z— V2

a) xr— cos(In(l + 27)) n 0 b) z — i T2 en 0
26 + Arctan(x) x

Développements limités
Exercice 5. Ecrire le développement limité a ’ordre n indiqué, au voisinage de 0, pour les fonctions suivantes.

a) © > (328 — 142% + 132° + 523 — 22 + 1)(1 +a:)%, n=2

In(1 + 22
b) x + (sinz)?cos(z), n = 4 ¢) 2 4 sin(x), n =3 d) xHIli_:_ﬂ;),n:éL
T
~(=DF
e) T — exp E % , neN* f) x — exp(cosz), n =3 g) z+— In(In(e +x)), n =3.
k=1

Exercice 6. Trouver, tout en montrant qu’elles existent, les limites suivantes :

v 1 s 11 T (sinz)? .
¢ ST b lim ( ) ¢ Tim BT 2@ (@ > 0)

a) llm ——M— - —
) z—0 1 —cosx a—0 \ sin2z 22 —0+ 3 T—+00

. mr+ 1
e) lim z (arctanx —
r—+00 20+ 1

1
) (on commencera par montrer que : Vo € R%, Arctan(x) + Arctan(;) = g)

Va2 +1
z—1
1. Déterminer la tangente en 0 de la courbe de f. Etudier la position de la courbe par rapport a la tangente.

Exercice 7. Soit f la fonction définie sur R\1 par f(x) =

2. Etudier la branche infinie de la courbe de f en +o0.



1 —cosx —zsinx

Exercice 8. On considére la fonction f définie par f(z) = pour tout x € R*.

2
x
1. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0.

2. On note enore f ce prolongement. La fonction f est-elle de classe C! sur R?

Exercice 9. Soit n € N. On note f, la fonction définie sur | — 1, 4o00| par :
1 "In(1
(1+2)"In(1+x) S x40
frnizr— (2 1+ x)
- siz=0
2
1. Déterminer le développement limité & 'ordre 2 au voisinage de 0 de fp.
2. Montrer que fq est dérivable en 0. Que vaut f'(0)?
3. Préciser alors la position de la courbe de fy par rapport & sa tangente en 07
4. Bonus Refaire les mémes questions avec f,, pour n > 1.

Exercice 10.
Soit f : [0,1] — R une application de classe C?, et soit a €]0, 1[. On définit une application g : [0, a[U]a, 1] — R

par :
f(z) — f(a)
r—a

1. Prolonger g par continuité au point a. On désigne encore par g I’application obtenue.

V€ [0,a[U]a, 1], g(z) =

2. Montrer que g est de classe C1 sur [0, 1].

Exercice 11.

Montrer que, pour n € N*, I’équation x"e® = 1, d’inconnue = € R, admet une unique solution, que ’on note
T

Trouver (ag,ay,az,asz) € R* tel que, pour n € N*,

1)'

ai az az
Tp = a0+*+72+73+0<73
n n n n n

—00

(On dit qu’on effectue un développement asymptotique a quatre termes de z,, quand n — o).

Exercice 12. (s
n(sinx

Trouver un équivalent simple en 0 de 'application x — cos <7r2§)>

nx

Exercice 13.

Chercher d’éventuelles asymptotes aux graphes des fonctions suivantes (on commencera par préciser 1’ensemble

de définition).

1 z+1
a) fiiz— (2= 1)exp () : LT
) [z (x —1)exp 2 3012

Exercice 14.
Notons f I'application définie sur R* par :

Ve e R*, f(z)= ¢+ sin (em%>

1. Montrer que pour tout n € N, on a

f(x) = o(z")

z—0
2. En déduire un développement limité de f en 0 & tout ordre.
3. En déduire que f est prolongeable par continuité en 0 et que sa prolongée est dérivable en 0.
4. L’application f est elle deux fois dérivable ?



