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Ainsi :
V (P, Py) € RIXP, V() € R2 Ap(Pr) + pp(Pe) = @ (AP + pP)
CONCLUSION. L’application ¢ est linéaire.
b/ Déterminer ker ¢. L’application ¢ est-elle injective ?
Soit P € R[X] :
[P € ker ] <= [p(P) = 0] <= [le reste dans la D.E. de P par B est nul] <= [ B|P |

CONCLUSION. ker ¢ = BR[X]. Le polynome B étant non nul, on a : ker ¢ # {6} L’application ¢
n’est donc pas injective.

PROBLEME 1 — DEVELOPPEMENTS LIMITES ET POLYNOMES

Problématique. L’objectif de ce probleme est de déterminer le développement limité a un ordre quel-
conque d’une certaine fonction “non-usuelle”. Pour y parvenir, [’énoncé propose un joli voyage a travers le
programme de Sup : intégrales, suites, développements limités, récurrences doubles, sommes, dérivées d’ordre
supérieur, et comme il est indiqué dans le titre, DL et polynomes : amusez-vous bien !

PARTIE 1 - SOMME DE LA SERIE DES INVERSES DES FACTORIELLES

On considére les suites (up) . €t (vp),ey définies en posant :

peN
1 I
Vpe N, up:E o et Up = up + |/(1—t)pe dt
! p!' Jo
k=0

1/ Soit p € N. A l'aide d’une intégration par parties, établir que v, = vp4.

1
Soit p € N. Pour tout réel t € [0, 1], posons u(t) = —?(1 — )Pt et v(t) = et
p

Selon les théorémes généraux, les fonctions u et v sont de classe ¢! sur [0, 1], et pour tout réel ¢ € [0, 1]
ona v (t) = (1—1t)? et v/'(t) =e'. Dapres la formule d’intégration par parties on a :

! 1 1 1
1—t)re’ dt = 1— tp“et} +—/ Ptletdt = ——+ —— [ (1—t)PHe'de
/0( ) [ p+1( ) P+l p+l ( 2

On en déduit que :

Lo,
p+1! (p+

CONCLUSION. Vp € N, vp11 = v,

1

1
G, 4=

Up = Up +

1
1)1/0 (1=t e’ dt = upyr +
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2/ En déduire que :

1
Vpe N, e—up:—‘/ (1 —t)Pe’ dt
D Jo
1
D’aprés la question précédente, la suite (v,),en est constante, égale a vy = ug + / eldt =e.
Jo

En d’autres termes : Vp € N, v, = e. La conclusion s’ensuit immédiatemment.

1 1
CONCLUSION. Vpe N, e—u, = —|/ (1 —t)Pe’ dt
b Jo

3/ En déduire que :
e
Vpe N, |e—up|:a
Soit p € N. D’aprés la question précédente, et par positivité de I'intégrale, on a déja :
1
O<e—up <~ (1 —t)re’ dt
P Jo

Une majoration sans finesse permet d’affirmer que la fonction ¢ — (1 — ¢)Pe’ est majorée par e sur

0, 1].

e e
On en déduit que : 0 < e —u, < = CONCLUSION. Vp e N, e —u,| = =
p: p:
P
- - . 1
4/ En déduire finalement la limite : lim E —
p—>r+o0 k!
k=0
"1
D’aprés la question précédente : lim wu, =e. CONCLUSION. lim — | =e
p—>+00 p—r+00 =0 k!

PARTIE 2 - DERIVEES SUCCESSIVES ET POLYNOMES
On note [ = | — o0, 1.
Jusqu’a la fin de ce probléme, f désigne la fonction définie sur I en posant :
Veel, f(x)= Lel/(l_”)
1—=x
5/ Calculer le développement limité & 'ordre 3 en 0 de f.

Soit x un réel de I. Selon le cours, on a :

1 2 3 3 a? 2 3
=1l4+a+a"+2°+o(x’) et e’”:1+x+?+€+0(x)

1l—2z
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On en déduit que :

el/(l—z) — el+x+m2+x3 +o(z3)

s e1/(1—35) — o X ex+x2+x3+o(ac3)

(z+22+2%)°  (v+2%+ x3)3> T oz

:>el/(1_$):e><<1+:v+az2+:c3+ 5 + 5
x? 23
— el/(77) — ¢ x (1+$+$2+m3+7+$3+€) + o(x?)
3z%  13x3
— /072 = ¢ x <1+$+%+T$> + o(23)

Il s’ensuit que :

2 3
f@) =ex (bt x (Lo B4 50 4 ole?)

302 132 32
:>f(x)=e><(1+x+%+ 636 +$+I2+%+x2+x3+x3)+o(x3)

72?1720
:>f(ac):ex<1+2$+%+7$)+o(m3)

Tex? L 17ex?
2 3

CONCLUSION. Yz € I, f(z) =e+ 2ex + + o(z?)

6/ Montrer par récurrence que :

1
VneN, 3P, € RX], Ve e I, fW(z)=P, (1 )el/(l—z)

— X

1
Pour tout entier naturel n notons A(n) assertion : “3 P, € R[X], Vo € I, f™(z) = P, (1—) el/(i=a)»
—x

1
D’aprés 'énoncé : Vo € I, f(z) = .

1—=x

/=2 Ainsi : Vo € I, f(z) = Py < ) el/(=2) ep
ayant posé Py = X. L’assertion A(0) est donc vraie.

Supposons a présent A(n) vraie pour un certain entier naturel n. Alors :

1—=x

1
Vee I, fo(z) = pn< >el/<1—z>

Selon les hypothéses et théorémes généraux, f1) existe sur I et on déduit de la ligne précédente (en
appliquant une fois la formule donnant la dérivée d’un produit, et deux fois celle donnant la dérivée
d’une composée) :

1’ 1 1\’ 1
Voe I, f(z) = (1—90) Py (1_:5) e/t 4 (1_a;> P, (1—56)631/(1‘“”)
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7/

8/

9/

10/

D’ou :

1 \? 1 1
Vaoe I, f(z) = (1—x> (Pn <1—x> P (1—:6))61/(1_@

1

— X

Soit :

Voe I, fo(2) = P, <1 ) e!/(=2) en ayant posé¢ : P, = X2(P,+ P',)

Puisque P,1 € R[X] (par construction), I'assertion A(n + 1) est vraie. Récurrence établie.

1
CONCLUSION. Vn € N, 3P, € R[X], Vz € I, f™(z) =P, <1 )el/(l—x)

—x
Etablir que :
VneN, P,i=X?(P,+P,)
C’est une conséquence immédiate de I'hérédité dans la question précédente.
CONCLUSION. Vn € N, P, = X%(P,+ P,)
Préciser les polynomes Fy, Py, P; et P3.*

D’aprés l'initialisation de la récurrence dans la question 6 on a : Py = X. On en déduit successivement
que :

P=X31+ X2 P=XP+4X'+2X3, Py=X"+9X0+18X5 +6X*

CONCLUSION. Py = X ; P = X34+X2, Py, = X°4+4X*4+2X3; Py = X"4+9X64+18X°4+6X1.

Vérifier que la fonction f est solution sur I de I’équation différentielle :
(B)  (-2?y=02-2)y
Immeédiat.

Etablir que pour tout réel x de I, et pour tout entier naturel n non nul on a :
(1 =) f0 D (2) = 2n(1 — 2) f*(2) + n(n = 1) (@) = (2 = 2) f") (z) = nf"V(2)

La fonction f et les fonctions polynomiales étant de classe > sur I, on peut appliquer la formule de
Leibniz terme a terme sur 1’égalité de la question précédente pour obtenir la conclusion.

CONCLUSION. YV (z,n) € I x N,

(1 = 22140 (@) = 20(1 = 2)fOz) + nln = 1) FO(@) = (2= 2)fOx) = nf ()

*. Indication : on a Py = X.
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11/

12/

Etablir que pour tout entier naturel n on a :
Poi=[2n+1)X + X?] P, —n*X?P, ,

Soit (x,n) € I x N. D’aprés les questions 8 et 10, on a :

1
) /00 _ (1 — 2)P, ( ) 0D 4 n(n— 1)P, (1 ) o1/1-2)

— X

1 /=) _pp 1 ol/(1-2)
1—2z 1—=x

2

1

— X

1
1—=x

(1—2)°Poys (1

= (2-2)P, <

En multipliant les deux termes de cette égalité par e'/=%)(1 — x)2, on obtient

1 1 1 1 1
Frn (1 —:c) a 2n1 —xPn (1 —:c) +nln - 1)(1 —:c)QPn_l (1 —:c)

D’ou :

Fan (ﬁ) a <(2”+1)1ix+ (1ix>2> P"(1ix> +n2(1ix>2p"‘1 (1:@) =0

Donc, comme z +— 1/(1 — x) est une bijection de I sur R

le polynome P,; — [(2n+ 1)X + X?| P, + n®X?P,_; posséde une infinité¢ de racines : c’est donc le
polynéme nul.

CONCLUSION. Vn € N, P, =[2n+1)X + X?] P, — n?X?P, 4

Etablir que pour tout entier naturel n, le polynéme P, est unitaire et de degré 2n + 1.

Par récurrence, de la méme maniére qu’en colle pour les polyndémes de Tchebychev.
CONCLUSION. Vn € N, deg(P,) =2n+ 1 et cd(P,) = 1.

PARTIE 3 - DEVELOPPEMENT LIMITE DE f A L’ORDRE n EN 0

Pour tout entier naturel n, on pose a, = £ (0).

13/

Pour tout entier naturel n, exprimer a,.; en fonction de n, a, et a,_;.
Soit 7 un entier naturel. On a : f™(0) = P,(1)e. Or, d’aprés la question 11 :
Poi1(1) =2(n+1)P,(1) —n?P,_1(1)

CONCLUSION. Vn € N* a,,1 = 2(n+ 1)a, — n%a, 1



MPSI — Devoir surveillé de Mathématiques n°9 — 29 mars 202/

14/ Développement limité i ’ordre 4 en 0 de f.

a/ En utilisant la définition de P, et la question 8, déterminer les valeurs de ag, ai, as et as.
D’apres la question 8 et la formule de Taylor-Young on a :

ag=-¢e; a3 =2e; ay="Teetaz=34e

b/ En déduire la valeur de a4, puis le développement limité de f a ordre 4 en 0.

D’aprés les deux questions précédentes : as = 8ag — 9as = 209e. Il s’ensuit que :

Tex? L 17ex? n 209ez*
2 3 24

Vee I, f(x)=e+2ex+ + o(z?)

15/ Pour tout couple (n,p) d’entiers naturels, on pose :

a/ Soit p € N*. Exprimer S,(0) et S,(1) en fonction de u, et u,—1 (0 (u,)yen désigne la suite introduite
dans la partie 1.

P P
Soit p € N*. D’une part : S,( Z :Z%:up
i=0 =0
D’autre part :
& PG+ ><i' i Plixil 1 1
ZZ(; | z(; Z{; @y "Ly _;u *; (- 1)
1 =
Finalement : S,(1) = —' Z = Up + Up_1
i=0 im0

CONCLUSION. Vp € N*, S,(0) = u, et Sp(1) = up + up_;.

b/ Prouver que les suites (5,(0)),c et (Sp(1)),cy convergent, et déterminer leurs limites.

D’aprés la question précédente et la question 4 : hm Sp(0) =eet lim Sy(1l) = 2e.
—r+00 p——+0o0
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16/ Soient n et p deux entiers naturels non nuls. Etablir que :

17/

Sy(n+1) — (2n + 2)S,(n) +n2S,(n — 1) = S,_1(n) — S,y(n)

Soient n et p dans N*. On a :

p N A\ 2 o N
Sp(n+1) = (204 2)S,(n) + n2Sp(n —1) = > it 2();.7;; ZAalRUE .
i=0 :

Or, pour tout i €[ 1,p] on a:
(n+1+i)!—2n+2)(n+i)!+n*(n—1+7)!

(i)

:W[(n+1—|—i)(n+i)—(2n+2)(n+i)+”2}
- (n_(i!l);r—i)! [0 +in+n+i+in+i° —2n* — 2ni — 2n — 2i + n?]
(n—1+1d)! -,

:—[z —in—n]

(1)
(n—1+i)  (n+i)
((i = 1)1)? (1)

Finalement :
P

Spn+1) = (20 -+ 2)S,(n) +n25,(n — 1) = —nl+ > w -y (n(;);')!

) &t
=2 (il)? 2 (il)?

CONCLUSION. VY (n,p) € N* x N*| S (n+1) — (2n + 2)S,(n) + nS,(n — 1)

En déduire, a I'aide d’une récurrence double, que la suite (S,(n)),en est convergente pour tout entier
naturel n.

Pour tout entier naturel n notons &2 (n) l'assertion “la suite (S,(n))yen est convergente”.

Initialisation (n = 0 et n = 1). Les suites (5,(0)),en et (Sp(1)),en sont convergentes d’apres la
question 15-b.

Hérédité. Supposons les assertions & (n) et Z(n + 1) vraies pour un certain entier naturel n. D’aprés
la question précédente, on a :

Vpe N, S,(n+2)=02n+4)S,(n+1)—(n+1)2S,(n)+ S, 1(n+1) —S,(n+ 1)

Il s’ensuit que la suite (S,(n + 2)),en converge, en tant que combinaison linéaire de suites convergentes
(par hypothése de récurrence).

En résumé : (Z(n) et Z(n+ 1)) = Z(n+ 2). Récurrence établie.

CONCLUSION. La suite (5,(n)),en est convergente pour tout entier naturel n.
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18/ Prouver que :

(n+1)!

(i)
Puisque les suites (S,(n)),en sont convergentes pour tout entier naturel n, on peut passer a la limite
dans la relation de la question 16.

p
™) = 1i
Vne N, fm(0) pgglmiz

Explicitement, en notant b, = liT Sp(n), on obtient :
n—r-+00

b1 — (2n +2)b, +n%b,_1 =0
D’aprés la question 13, les suites (a,)nen €t (by)nen vérifient la méme relation de récurrence double.
En outre : ag = e = by, et a; = 2e = by d’aprés les questions 14-a et 15-b.
Par suite : Vn € N, b, =a,. Dou:Vn € N, a, = nETooSp(n)'
P (n )
CONCLUSION. Vn € N, f(™(0) = lim Z—

p—+00 (Z')2

=0



