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Problémes

3 heures

Probléme 1

Dans ce probléme on pourra utiliser la formule de Taylor-Lagrange :

- )

Soit f : I — Ret a,b € I tels que a < b. On suppose que f est n fois dérivable sur le segment [a,b],
et n + 1 fois dérivable sur l'intervalle ouvert |a,b| et qu’il existe M € R, tel que, pour tout y €|a, b,
| F" D (y) [< M, alors

M(b _ a)nJrl
(n+1)!
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\ J

Premiére partie : un exemple

Notons h la fonction définie sur R par :

1. Montrer que h est de classe C! sur R.

2. On pose pour tout n € N et tout x € R :

x2k+1

Po(z) = (-1)" (;k:)!’ Qnl@) = ;H)km

k=0

Et par convention on pose, Q_1(x) = 0.
(a) Comparer P, et Q),—1 d’une part et Q/, et P, d’autre part.
(b) Ecrire, pour tout = € R, les quantités P, (z) — P,_1 () et P,1(x) — P,(x) en fonction de Q,, () — Qn_1(x).
(c) Montrer que, pour tout n € N, h est n fois dérivable sur R* et établir, pour x # 0, les formules :

(2n)!

R () = et (Po(7)sinz — Qp—1(x) cosz),
h(2n+1)(x) — % (Qn(x)cosx — P,(z)sinz).

(d) Pour tout n € N, étudier la limite des fonctions h(®*™ et h(®>"*1 en 0 (on pourra utiliser les DL de sin et
cos). En déduire que h est de classe C* sur R.



Deuxiéme partie

Soit n € N.
Soit f une fonction de classe C"*lsur R telle que, pour tout k € [0,n + 1] :

On définit la fonction ¢ sur R par :

1. Soit z € R. On note I l'intervalle [0, z] ou [z, 0].
Justifier qu’il existe un réel M, 1;(x) tel que

Vte 1| fTI ()] < My ()

2. Montrer que, pour tout p € [0,n] :

xn—p+1

()
Ve eR, |fP(z) < CETE

M1 ().

3. Montrer que, pour tout z € R*, on a 1’égalité :

() = 3 (-1)F (a0 00,

k=0

On pourra considérer le produit de deux fonctions.

4. Etudier la limite de ¢(™ (x) quand x tend vers 0. En déduire que g est de classe C™ sur R.

Troisiéme partie

On étend le résultat de la deuxiéme partie. Pour cela, on considére m un entier non nul et on suppose que f est de
classe C"*™ sur R. On pose :

m—1 (k)
@ xim f(z) — fll(o)mk ,siz#0
gm(T) = k=0 :
f(j;'(O) ,six=0

1. (a) Montrer que g; est continue sur R.

(b) Montrer que g; est dérivable en 0 et calculer g} (0).
(c) Montrer que g; est de classe C! sur R.

d) Montrer que g; est deux fois dérivable sur R.

(
Dans la suite on admettra que g; est de classe C"*™~! et que pour tout p € [0,n +m — 1]

_ f(p+1)(0)

(»)
0
g1 () P+l

2. En convenant que, pour tout z € R, go(x) = f(z) montrer que

1

Ve € R*, gpn(x) = -

(gm—l (x) —9m-1 (0))

3. Montrer que g, est de classe C" sur R et calculer ses dérivées en 0 jusqu’a ’ordre n inclus.



Probléme 11

Partie I. Préliminaire calculatoire.

Pour tout réel = et tout entier naturel k, on définit

T zx—1)(x—2)...(x —k+1 1 .

x
=1.
avec (O)

1.
2.

Donner la valeur de (%) pour k=1, k=2et k=3. em

Montrer que, pour tout entier £ > 1

3\ 2(=1)F 12k —2)!
<k)  4REN(E —1)!

Partie II. Une étude de fonction.

On s’intéresse dans cette partie a la fonction f définie par

1. Quel est le domaine de définition de la fonction f?

Montrer que 'on peut prolonger f par continuité en 0.
1

Soit n € N*. Exprimer le DL & Pordre n de l’application = +— /1 + x a 'aide des (13:) pour k € [0,n].

En déduire le DL a Pordre n+ 1 en 0 de z — /1 — 4z, puis calculer le DL a 'ordre n de f en 0. On donnera
explicitement le DL & ’ordre 4 de f en 0.

Déduire que le prolongé par continuité de f en 0 est dérivable en 0. Donner ’équation de sa tangente et la position
du grape de f par rapport a la tangente.

Partie III. Dénombrement des expressions bien parenthésées.

On g’intéresse dans cette partie & des suites de symboles constituées uniquement de parenthéses ouvrantes et fermantes
qui sont bien parenthésées, c’est & dire qui vérifient les deux conditions suivantes :

il y a autant de ( que de ).

chaque parenthése ouvrante est refermée par une parenthése fermante située aprés la parenthése ouvrante. Au-
trement dit, lorsqu’on lit la suite de caractéres de gauche & droite, on a en permanence croisé au moins autant
de parenthéses ouvrantes que de parenthéses fermantes.

Par convention on considérera que I’ensemble vide est bien parenthésé.

Ainsi la suite (()()) est bien parenthésée alors que ())(() ne lest pas.
Pour tout entier naturel n on note ¢, le nombre de suites de parenthéses de longueur 2n qui sont bien parenthésées.

1.

Donner la valeur de cg, ¢1, ¢o et c3 en faisant la liste des suites de parenthéses convenables (on devrait trouver
C3 — 5)

Démontrer que, pour tout n € N*
n—1
Cn = E CkCn—1—k
k=0

Montrer que la fonction f étudiée dans la partie I1 vérifie I’équation :
Vor € Dy, f(z)=1+2z(f(z))*

En déduire que les coefficients de son DL d’ordre n en 0 sont les nombres ¢, (on exploitera la relation précédente
et 'unicité DL en 0 d’une fonction).

En déduire une expression explicite de ¢, en fonction de n.



