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DS8 mathématiques
Problémes

3 heures

Probléme 1

Dans ce probléme on pourra utiliser la formule de Taylor-Lagrange :

- )

Soit f : I — Ret a,b € I tels que a < b. On suppose que f est n fois dérivable sur le segment [a,b],
et n + 1 fois dérivable sur l'intervalle ouvert |a,b| et qu’il existe M € R, tel que, pour tout y €|a, b,
| F" D (y) [< M, alors

M(b _ a)nJrl
(n+1)!

IN

\ J

Premiére partie : un exemple

Notons h la fonction définie sur R par :

h(m):{ sinz - gj g £ 0

1 siz=0

1. Montrer que h est de classe C! sur R.

2. On pose pour tout n € N et tout r € R :

x2k+1

P = YD G @) =V gy

k=0 k=0

Et par convention on pose, Q_1(z) =0.

(a) Comparer P, et ,,—1 d’une part et )/, et P, d’autre part.

(b) Ecrire, pour tout z € R, les quantités P,(z) — P,_i(z) et P,,1(z) — P,(2) en fonction de Q,(z) —
Qn—l(x)-

(c) Montrer que, pour tout n € N, h est n fois dérivable sur R* et établir, pour z # 0, les formules :

e ) = L3 (P(w)sing = Qu-s(w) cos )
R () = % (Qn(x) cosz — Py(z)sinz).

(d) Pour tout n € N, étudier la limite des fonctions 2(>?) et h(?"*1) en 0 (on pourra utiliser les DL

de sin et cos). En déduire que h est de classe C*™ sur R.
Corrigé :

1. e Etude en sur R*.
Sur R* la fonction h est un quotient de fonctions de classe C!, ainsi elle est de classe C! et

rcosr —sinx
Vo eRY, W(z) = ot PRE
T



(c)

En 0.

On rappelle que la fonction sin admet le DL suivant en 0 :

Ainsi h admet en 0 le DL suivant :

3

sin(z) =x——+ o (a:d)

6 x—0

2

h(z)=1— 2 + o(z?)

6

Notons que, par définition, h(z) = 1 ainsi h est bien continue.
Comme h admet en 0 un DL a Pordre 2, elle est, e particulier dérivable en 0 et h/(0) = 0.

Montrons maintenant qu’elle est de classe C' sur R. Pour cela on calcule le DL de A/ en 0. D’aprés les DL

en 0 de cos et sin on a :

3 3
. z z 3
xecosxr —sine = z———x+—+ o (2%
3 2 6 z—0
= T+ o (@¥
3 z—0
Ainsi par quotient :
! x?’
On a donc bien
limh/(z) =0
x—0

La fonction A’ est continue donc h est bien de classe C?.

On a, aprés calcul, pour tout n € N

Soit n € N* on a les égalités :

On en déduit :

- 7Qn—1 et Q:L -
x2n n x2n+2
W» Prii(z) — Pp(z) = (-1)" m
x2n+1
1() (‘U"m

P, (xz) — Pyoq(x) =

2n+1

(Qn(2) — @n-1(2))

Pn+1(x) -

P,(x) =

(Qn(2) — @n-1(z))

2n+2

La fonction h est de classe C*° sur R* car c¢’est un quotient de fonctions C*° sur R*.
Montrons par récurrence que I’assertion A(n) définie pour tout n € N par :

h(2n) (2n) Pn i — Wn— S )
A(n) : "Vz € R*, () = ?;;1_’_(1)!(@ sinz — Qp—1(z) cos )
R () = EpoTEC (Qn(z) cosz — Py (z)sinz)

Comme pour tout € R*, on a

Py(r) =1,Q_1(x) =0 et Qo(z) =

On a bien, pour tout x € R*

(x) =

Ainsi A(0) est vraie.

X

sinx 0

xrcosxr —sinx

2

T

— (Po(z) sinz — Q_1(z) cos )

1!
=2 (Qo(x) cosz — Py(z)sinz)

Soit n € N supposons A(n) vraie. On a alors pour tout x € R*,

h(2n+1)( )

(@2n+1)!
z2n+2

(Qn(z)cosx — Py(x)sinz)



Soit z € R*, on a donc,, h?"T2(x) est égal & :

x4n+4
n !
= (2304%‘1’) [cosx(I(Q%(I) — P,(z)) — (2n+ 2)Qn(9:)) -+ sin(x) (z(an(x) — Pl (x))+ (2n+ 2)Pn(l’))}

[(Q;(m) cosz — Qn(a)sinz — P, (z)sinz — P, (x) cos(z))z — (2n + 2)(Qn(z) cosz — P, (x) sin m)]

mais on a vu a la question 2.(a) que
Q;L:Pn et PylL:_anl
De plus, d’aprés la question 2.(b),

T(=Qn(7) + Qn-1) = 2n + 2)(Prya1 () — Pu(x))
D’ou
2n+1)!

h2nH2(z) = W( — (2n 4+ 2)Q,(x) cos z + sin(z) ((2n +2)(Ppyi(x) — Pn(a:)) +(@2n+ 2)Pn(x))

On a donc bien (2 + 2)!
Vo € R*, b2+ () = s (Pnﬂ(w) sinz — @, () cos x)

En dérivant & nouveau cette expression on obtient si x € R* :

(2n +2)!

e 9(a) = 2D 0 (P ()@l )+ 2043)Qu (1)) () (2Pl () + Q) ~(20-3) P o))

Mais on a vu que

Q;l =P, et x(Pn+1(-T) - Pn(-r)) = (2n + 3)(Qn+1(x) - Qn(x))

et
Prlz+1 = —Qn
On a ainsi (2 3)
* n+3) .
Ve e R*,  h?"T3(2) = T (Qn+1(x) cosx — Ppyq(z)sin ac)
Le principe de récurrence permet ainsi de conclure que I’assertion A(n) est vraie pour tout n € N.

Soit n € N, notons que
cosx = P,(x) + o (z*"T1)
z—0

sine = Qn(x) + o (2*"*1)

z—0
D’ou (2n)!
) = o (Pa@)Qu(@) ~ Qo (0)Pa(e) + o (274
n)!
= B (P@)(@ul@) ~ Quaa)) + 0 (1)
(2n)! x2ntl "
= = (7 (@) g i (Y ) +,2,0)
_1)n
= ot %W
Ainsi
lim A () = 2n + 1
On a de la méme maniére que
peren) = BRG0P - P + (a0
= @) Paa(a) ~ Pu@)] + o (1)
(2n + 1)! (—1)ng2n+2
T T pne2 {Q"(x) (2n +2)! ] +x(—))0(1)

lim A" (z) = 0

z—0




Montrons par récurrence que h est de classe C" sur R.

On a montrer a la question 1. que h était continue sur R.

Soit n € N, siupposons h de classe C" sur R.

Nous avons déja montrer que h était de classe C**' sur R*. Il suffit alors de montrer que h(™ est bien
dérivable en 0 et que la dérivée est bien continue en 0.

Par hupothése de récurrence h(™ est bien continue en 0. Or nous venons de montrer que A1 admettait
une limite en 0. Ainsi d’aprés le théoréme de la limite de la dérivée, la fonction h("™ est bien dérivable en 0
et la dérivée est bien continue en 0.

Le principe de récurrence permet ainsi de conclure que h est de classe C* sur R.

Deuxiéme partie

Soit n € N.
Soit f une fonction de classe C""lsur R telle que, pour tout k € [0,n + 1] :

) =0

On définit la fonction g sur R par :

f@)
mm={x’“$¢0

0 ,siz=0

1. Soit x € R. On note I intervalle [0,z] ou [z,0].
Justifier qu’il existe un réel M, 1 (z) tel que
Vi€ Lf"TD ()] < My (2)
2. Montrer que, pour tout p € [0,n] :
(») gt
Vo € R, )| < ——M,11(x).
D@ € o Mo &)
3. Montrer que, pour tout x € R*, on a I’égalité :
& [T — n—k
#@) = S0 () 00 ),
k=0
On pourra considérer le produit de deux fonctions.
4. Etudier la limite de ¢ (z) quand z tend vers 0. En déduire que g est de classe C" sur R.
Corrigé :
1. La fonction f est de classe C"t! sur R ainsi la fonction f("t1) existe et est continue. L’intervalle I est fermeé
borné ainsi f est bornée. D’ou lexistence d’un tel M,,11(x).
2. Soit p € [0,n]. On utilise la formule de Taylor pour la fonction f() entre 0 et z. Sur l'intervalle T elle est bien de
classe C"~P*! puisque f est de classe C**!, d’ou
n—p k Mk —p+1
f(p)(:c) _ Z (f(p)>( )(0)(33 0) 7 My ()" 7P
k! (n—p+1)!
k=0
Mais, pour tout k € [0,n — p], (f®)*)(0) = fPTF)(0) = 0. d’otr
n—p+1
‘f(p)(x)’ < My ()| F
(n—p+1)!
3. On applique la formule de Leibniz au produit de f par la fonction x — %

Notons que ’application x +— % est de classe C*>° sur R* et que, pour tout k& € N sa dérivée k-iéme est

. K
xk+1

x— (—1)

On a alors immédiatement I’expression cherchée.



4. D’aprés les questions 1., 2. de la deuxiéme partie et 'inégalité triangulaire, on a pour tout x € R*

@ <Y (1)

k=0

= (k1) Rt 1

(k+1)! My ()

Ainsi

0@ < @ 3 () g

k=0
Mais par définition on a :
My 41 (z) = sup |[f 1) ()]
tel

Or f est de classe C"*! donc f("*1) est continue en 0 et f(»+1)(0) = 0 ainsi par définition de la limite on a
Mn_;,_l(.r) — 0
z—0
On en déduit que g(”)(x) tend vers 0 quand z tend vers 0.

On conclue au caractére C* de la fonction g sur R par récurrence sur k. L’hérédité s’obtient grace au théoréme
de la limite de la dérivée.

Troisiéme partie

On étend le résultat de la deuxiéme partie. Pour cela, on considére m un entier non nul et on sup-
pose que f est de classe C""™ sur R. On pose :

1 = R(0) k .
o) — o f(z) —( 2 T ,siz#0
/ m'(O) ,sixz=0

1. (a) Montrer que g; est continue sur R.
(b) Montrer que g; est dérivable en 0 et calculer g} (0).
(c) Montrer que g; est de classe C! sur R.
(d) Montrer que g; est deux fois dérivable sur R.

Dans la suite on admettra que g; est de classe C"*™~! et que pour tout p € [0,n +m — 1]

(r+1) (0
@) gy = £77(0)
91 ( P+l

2. En convenant que, pour tout =z € R, go(z) = f(x) montrer que

1

Ve € R*, gm(x) = -

(gmfl (.’E) — m-1 (0))

3. Montrer que g,, est de classe C" sur R et calculer ses dérivées en 0 jusqu’a ’ordre n inclus.
Corrigé :
1. On a pour tout z € R
flx) - fO0)
91(33):{ - ,six#0
1'(0) ,six=0

(a) la fonction g1 est continue sur R* comme quotient de fonctions conitnues (f est continue).
Comme f est dérivable en 0 la limite du taux d’accroissement en 0 tend vers f/(0). La fonction g1 est donc
continue en 0.

(b) En utilisant la formule de Taylor Young ( f est de classe C"*™) pour f en 0 & I'ordre 2, on obtient :

@) (o
@)= 10+t o0 @)
z—0
o . - , F2(0)
Ainsi g1 admet un DL a l'ordre 1 elle est donc dérivable en 0 et g7 (0) = —



(c) Notons que, pour tout = € R* on a :

f(z) = f0)+x it et +w_)0(x3)
(
F@) = 1o +af@ +a20 ¢ o @)
et donc 3)
mf’(x) _ :Ufl(()) +$2f(2)(0) +:L’3f 2(0) _'_xgo(m?))

On obtient ainsi le DL & I’ordre 1 de g}

, @0 @0

ey = 120100

Ce qui montre que g} est continue en 0, ainsi g; est de classe C!.
(d) Comme ¢} admet un DL & l'ordre 1, elle est dérivable en 0 et

Sur R*, g1 est deux fois dérivable comme somme quotient d’application dérivables.

1 = FH(0)
2. Soit « € R*, soit m € N\{0,1} on , par défition de g,,—1 = —— | f(z) — Z zF | don

xm—l k!
k=0
m=Z (k) (m—1)
%<9m71($) —gm,l(O)) = a?im lf(x) _ > f k!(O) xk] _ % « f(ml()O')
_ 1 TLFEO) p )
. ﬁnpmwkw 0 10, ]

on a donc bien

Vz € R*, é(gmq(x) — gm—-1(0)) = gm(x)

. Démontrons le résultat par récurrence.

Nous allons utiliser le résultat admis & la question 1., c’est a dire si h est une fonction de classe C*™™ sur R alors
la fonction : h(z) — h(0)
x) — .
fmm{:z’ﬁﬁ*o
h'(0) ,siz=0

est de classe C"t™~1 et pour tout p € [0,n +m — 1]

R(P+1)(0)
h(P) 0) =
Vo=
Notons pour tout p € [0, m] A(p) lassertion :
k!
gp est de classe C"T 7P et Vk € [0,n +m — p], gz()k) (0) = 7'f(k+p)(0)

(p+k)

L’initialisation & n = 0 est vérifier par hypothése sur f.
Soit p € [0,m — 1], supposons A(p) vraie, alors I'application g,41 qui vérifie d’aprés la question précédente

Vr € R¥, gp+1($) ! (gp(x) - gp(o))

xT



De plus, par définition,

f(p+1)(0)
0) = —+-
gp+1( ) (p+ 1)|
Or par hypothése de récurrence :
1
'0) = —— flp+) (g
90 = o )
Ainsi d’aprés la propriété admise application g1 est de classe C"T™~P~1 et pour tout k € [0,n +m —p — 1],
on a
) (0) — g9,7(0)
gp«‘rl( ) - k +1
ainsi d’aprés ’hypothése de récurrence on a
(k) 1 (k+1)! 1t
9p+1(0) = K+l (p+k+ 1)!f( P(0)
On a donc bien 1
k !
9p1(0) = 5 FETP(0)

(p+k+1)!
Probléme 11

Partie I. Préliminaire calculatoire.

Pour tout réel x et tout entier naturel k, on définit

z zz—D(x—-2)...(zr—k+1 1 Al .
() -t stemben 1

avec (m) =1.
0

1. Donner la valeur de (%) pour k=1, k=2et k=3.

2. Montrer que, pour tout entier k£ > 1

1\ 2(=1)F1(2k — 2)!
<k:) C ARENE —1)!

Corrigé :
1. On a, par définition :

1 1 1 1 1 -1 1 1 1 1 -1 -3 1
2 = -, 2 ==X =X —=—= 2 = = X =X — X — =
1 2 2 20 797 9 8 3 31727 2 2 16

2. Montrons, par récurrence que pour tout entier £ > 1 :

1N 2(—1)F1(2k — 2)!
<k) T Rk - 1)

20-1)""12-2)! 1
4x1(1—1)! _2_< )

Ainsi I’égalité est vraie au rang 1.
Soit k € N* supposons A(k) vraie. Notons, tout d’abord que

(lﬁé—l) :(z%;]f)(@



Ainsi, par hypothése de récurrence on a :

1 (3—k) 2(-1)F1(2k —2)!
() = T T mRe o
2k(1—2k)  2(=1)*"1(2k —2)!
ik 2kt DIk — 1)
—2k(2k — 1)2(—=1)*"1(2k — 2)!
AR+ (k 4+ 1)1K!
2(—1)F(2k)!
AR+ (E + 1)1K!

Le principe de récurrence permet ainsi de conclure que, pour tout k € N*,

2\ 2(=1)*1(2k — 2)!
(k)  AREN(E —1)!

Partie II. Une étude de fonction.

On s’intéresse dans cette partie a la fonction f définie par

Sy =

1. Quel est le domaine de définition de la fonction f?

2. Montrer que ’on peut prolonger f par continuité en 0.
1
3. Soit n € N*. Exprimer le DL a 1’ordre n de 1’application = — /1 + x a ’aide des (Z) pour k € [0,n].

4. En déduire le DL a 'ordre n+ 1 en 0 de z — /1 — 4z, puis calculer le DL a ’ordre n de f en 0. On

donnera explicitement le DL a ’ordre 4 de f en 0.

5. Déduire que le prolongé par continuité de f en 0 est dérivable en 0. Donner 1’équation de sa
tangente et la position du grape de f par rapport a la tangente.

Corrigé :
1. L’expression f(x) est définie si et seulement si > 0 et 1 — 4x > 0. L’ensemble de définition de f est donc
I=]0,%].
2. Notons g lapplication x +— /1 — 4x définie surl, elle est dérivable comme compostion d’applications dérivables
et

-2
Veel, ¢(z) = ————
Or on remarque pour pour tout x € I on a

o) = L 80 =50

Ainsi comme g est dérivable en 0, la fonction f admet une limite en 0 et

1

lim f(x) = —-¢'(0) = 1

La fonction f est donc prolongeable par continuité en 0.
3. D’aprés le cours on a :
n l
1 — 2 k n
vitz ];) (k)x +mgo(az )

4. Comme 4z tend vers 0 quand z tend vers 0 on a :

im =S (D)t s o o)

x—0
k=0



Ainsi d’apreés la question 2. on a

n+1
2(2k —2)!
V1—4 :1—§ AL ntl
’ k=1 k!(k_l)!x +x30(x )

D’ou par somme et quotient :

1-VI—dr T @k-—2)
f@) = —%; "= ; k(:!(k - 1))!gck1 .9,

On obtient ainsi

(2R n

D’ou le DL & l'ordre 4 :
f(z) =1+ + 22 + 5% + 142 + 00(564)
r—r

5. La fonction f admet un DL & I'ordre 1 en 0 ainsi le prolongé par continuité de f en 0 est dérivable et de dérivée
1(0) = 1. Le premier terme non nul du DL en 0 apreés le terme 1 est d’indice pair et est positif. Ainsi le graphe
de f est audessus de la tangente en 0.

Partie III. Dénombrement des expressions bien parenthésées.

On s’intéresse dans cette partie a des suites de symboles constituées uniquement de parenthéses ou-
vrantes et fermantes qui sont bien parenthésées, c’est a dire qui vérifient les deux conditions suivantes :

e il y a autant de ( que de ).

e chaque parenthése ouvrante est refermée par une parenthése fermante située aprés la parenthése
ouvrante. Autrement dit, lorsqu’on lit la suite de caractéres de gauche a droite, on a en permanence
croisé au moins autant de parenthéses ouvrantes que de parenthéses fermantes.

Par convention on considérera que 1’ensemble vide est bien parenthésé.

Ainsi la suite (()()) est bien parenthésée alors que ())(() ne I’est pas.
Pour tout entier naturel n on note ¢, le nombre de suites de parenthéses de longueur 2n qui sont bien
parenthésées.

1. Donner la valeur de ¢g, c¢1, 2 et c3 en faisant la liste des suites de parenthéses convenables (on
devrait trouver cs = 5).

2. Démontrer que, pour tout n € N*
n—1

Cn = E CkCn—1—k
k=0

3. Montrer que la fonction f étudiée dans la partie /] vérifie ’équation :
Vre Dy, f(x) =1+a(f(z))

4. En déduire que les coefficients de son DL d’ordre n en 0 sont les nombres ¢; (on exploitera la
relation précédente et ’unicité DL en 0 d’une fonction).

5. En déduire une expression explicite de ¢, en fonction de n.
Corrigé :

1. — D’aprés ’énoncé ¢y = 1.

— Il n’y a qu’une seule facon de parenthéser correctement une suite de deux parenthése : () ainsi ¢; = 1.
— Les suites de 4 parenthéses bien parenthésés sont :

Ainsi ¢y = 2.
— Enfin les suites & 6 parenthéses bien parenthésées sont

Ainsi ¢3 = 5.



2. Soit m une suite de parenthése bien parenthésée.
On note 2k le plus petit rang de la parenthése fermante telle qu’il y ait autant de parenthése ouvrante que
de parenthése fermante. C’est forcément un nombre pair puisqu’il y a eu autant de parenthéses ouvrantes que
fermantes. Notons que k peut varier de 1 & n. Intéressons nous & la premiére partie du mot consituté des 2k
parenthéses c’est un mot bien prenthésé. Il y en a c¢;_1. En effet en fixant la premiére parenthése et la derniére il
reste un mot bien parenthésé de 2(k — 1) parenthéses. Il y a donc ¢x—; choix possibles.

Enfin la fin du mot est un mot bien parenthésé de 2(n — k) parenthéses. Il y a ¢, choix possibles. On a donc :

n n—1
Cn = § Ck—1Cn—k = § CkCn—1—k
k=1 k=0

3. Soit x € Dy on a

2-2y1 -4z —4x

L+a(f@)? = 1+ —
_ 4x — 4w +2(1 - /1 - 4x)
N 4x
o 1-y1—-4x
o 2x

On a donc bien

Veel, 1+xz(f(zx)?= f(gc)‘

4. Notons Z anx” la partie réguliéere du DL a 'ordre n de f(x) en 0.
k=0
Calculons le DL a 'ordre n de 1 + x(f(x))? en 0. On a :

n 2 2n  k
E akxk = E E ajak_jmk

k=0 k=0 j=0
D’ou
n 2 2n  k
1+ (Z akxk> = 1+ZZajak_jxk+l
k=0 k=0 j=0
2n+1k—1
= 1+ Z Zajak_l_jxk
k=1 j=1
Ainsi en tronquant & ’ordre n on obtient
n k—1
La(f(@)? =14 > ajap 1 ja* + ,o,@")
k=1j=0

Par unicité du DL la partie réguliére du DL & l'ordre n de f(z) en 0 et de 1+ (f(z))? & I'ordre n en 0 sont égales
ainsi on a

n n k-1
k=0 k=1j=1
D’ou, pour tout k € [1,n]
k—1
ap = Zajak,l,j et ag =1
=0

Les a; et les ¢; vérifient la méme relation de récurrence. On peut montrer par récurrence forte qu'’ils sont égaux.

5. D’apreés la relation démontrée dans la partie précédente on a donc, pour tout k € [1,n] :

(2Kk)!

®T e+ )R
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