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Espaces vectoriels de dimension finie

Dans ce chapitre, K désigne R ou C.

Nous avons vu qu’un des points essentiel de la théorie des espaces vectoriels est la notion de base. Bien str une des
premiéres question a se poser est de savoir si une base existe toujours, puis si elles ont toujours méme cardinal. Cela
nous permettra de définir la dimension d’un espace vectoriel de dimension finie.

1 Existence de bases, base extraite, base incompléte

Définition 1.

On dit que E est de dimension finie s’il existe une famille génératrice finie de E.

Exemple 1
1. {0} est de dimension finie (engendré par la famille vide).

2. L’espace vectoriel K[X] n’est pas de dimension finie.

Soit (E,+,-) un K-espace vectoriel. .

1.1 Théoréme de la base extraite

Rappelons tout d’abord cette proposition démontrée dans le chapitre précédent :

Soit (u1, ..., up+1) une famille génératrice de E. Si upt1 € Vect(uq, ... up), alors la sous-famille (uq, ..., up)
est génératrice.

Cette proposition donne le moyen d’extraire une base de toute famille génératrice. C’est le théoréme de la base extraite.

De toute famille génératrice finie d’un espace vectoriel, on peut extraire une base.

Exemple 2

1. Considérons R? et la famille génératice ((1,2,0),(0,2,3),(0,0,1),(1,1,1),(4,1,1)), en extraire une base de
R3.

Au dela de l'intérét pratique de ce théoréme, il nous permet de répondre a une des question fondamentale de ce chapitre.
L’existence de base d’un espace vectoriel de dimension finie.



Tout espace vectoriel de dimension finie admet une base.

1.2 Théoréme de la base incompléte

Soit (u1,...,up) une famille libre de E et v un vecteur de E. Si v ¢ Vect(uq,...,u,) alors la famille
(u1,...,up,v) est libre.

Comme tout & I’heure, ce principe va nous permettre de donner un algorithme permettant de compléter une famille
libre en une base.

Soit (u1,...,up) une famille libre et 4 = (v1,...,v,,) une famille génératrice de E. Alors on peut choisir
certains vecteurs v;,, ..., v;, de & de sorte que la famille (u1,...,up,vi,,...,v;,) soit une base de E.
Exemple 3

1. La famille ((3,2,—4), (2,1, —2)) est libre. Compléter la en une base de R?.
2. Montrer que la famille ((X —1)%, (X — 2)2, (X — 3)?) est libre, la compléter en une base de R3[X].

2 Dimension d’un espace vectoriel de dimension finie

Dans ce paragraphe, on s’intéresse au cardinal des bases des espaces vecoriels de dimension finie.

_ )

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.

Soit (b1, ...,bp) une famille génératrice de E et a un vecteur de E.

On suppose que a s’écrit a3 = A1b1 + Aaba + - - - + A,b, avec, pour un certain ¢ € [1,n] \; # 0.
Alors (by,...,bi—1,a,bit1,...,by,) est génératrice.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, (b1, ...,b,) une famille génératrice de E. Si (a1, ...,a,) est
une famille libre de F, alors c’est une base.

Dans un espace engendré par n vecteurs, toute famille de n + 1 vecteurs est liée.




- )

Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie, non nul. Dans une famille libre de E, il y a toujours moins
de vecteurs que dans une famille génératrice de E.

Ainsi si £ est une famille libre, B une base et G une famille génératrice de F (toutes trois finies), alors, les
cardinaux de ces familles vérifient :

I£]< |B|< |G|
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Dans un espace vectoriel de dimension finie, toutes les bases ont méme cardinal.

Ce dernier résultat est fondamental dans ce chapitre car il légitime la définition suivante :

Définition 12.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. On appelle dimension de FE le cardinal d’une base
quelconque de E, et on le note dimg(E) ou simplement dim(F).
Si E n’est pas de dimension finie, on pose dim(F) = +oo.

Voici la dimension des espaces vectoriels classiques du programme :

E{emple 4

1. L’espace nul, {0}, est le seul espace de dimension 0.

Soit n € N*. L’espace K" est de dimension n comme K-espace vectoriel. Mais attention dimg(C) = 2.
Soit n € N. L’espace K, [X] est de dimension n + 1.

Soit (n,p) € (N*)2. L’espace M, ,(K) est de dimension np.

AN

Dans C3, posons

E, = {(gc,y,z) e C3, av—z:O}7 By = {(x,y,z) e C3, x—3y—3z:0}

F:{(x,y,z)e(c?’, { iigy:—OS,z:O }, G:{(x,y,z)€C3, x—3y—32=0 }

Notons z1 = (1,—1,1), 22 = (3,—-2,3), z3 = (0, —1,1). Montrer que
e

— la famille (z1,22) est une base de Ej,
— la famille (z2,z3) est une base de FEs,
— la famille (z2) est une base de F,
— Lespace G est réduit au vecteur nul : G = {0}.
Il en résulte que
dimF; =2, dimFE;=2, dimF =1, dimG=0.
6. On travaille dans C3[X]. On note H = {P € C3[X], P(0) = 0}. Trouver une base de H, et montrer que
dim H = 3.
7. Soit (b, c) € R? tel que ¢ # 0. Soit E le sous-espace vectoriel de RY défini par

E = {(un)nen € RY | Vn €N, tnto = buns1 + Ctn |-

Vérifier que E est un R-espace vectoriel de dimension 2.




Soit n € N. On suppose que F est de dimension n.
Soit p € N. Soit (z1,...,x,) € EP.
1. On suppose que (x1,...,x,) est libre. Alors p < n, et on a l’équivalence

p=mn <= (z1,...,2p) est une base de E.
2. On suppose que (21, ...,x,) est une famille génératrice de E. Alors p > n, et on a ’équivalence

p=n<= (1,...,2p) est une base de E.

Exemple 5

1. Dans R3, posons
Uy = (2,1,—1), U2 :(1,3,2), uz = (1,1,0), Ug = (0,0, 1), Uus = (2,3,1).
On considére l'espace P = Vect(uq,uz2). Montrer que dim(P) = 2.

base de P, et que (u3) n’est pas une base de P.

Verifier que uz € P, uy € P, us € P. Montrer que (ug, u4,us) n’est pas une base de P, que (us,u4) est une

La contraposée de la premiére assertion est souvent utilisée pour démontrer qu’un espace vectoriel n’est pas de dimension

finie.

Soit E un K-espace vectoriel, alors si, pour tout n € N, il existe une famille libre de cardinal n, 'espace
est de dimension infinie.

Exemple 6
1. On travaille dans RY, P’espace des suites réelles. Pour m € N, notons ™e = (e, )nen la suite définie par :
lsin=m
m —
VnEN, "en = 0 sinon
Montrer que pour tout mq € N, la famille (%e, e, ..., ™0e) est libre. En déduire que RY n’est pas de dimension

finie (on dit qu’il est de dimension infinie).
2. L’ensemble des applications de R dans R n’est pas un espace vectoriel de dimension finie.

Soit n € N. On suppose que FE est de dimension n.

1. Soit (v1,...,v,) une base de E.

Soit p € N. Supposons que (x1, ..., 2p) soit une famille libre d’éléments de E.

Alors il existe zpy1,...,2, € {v1,...,v,} tels que (z1,...,%p, Tpt1,...,2y,) SOit une base de E.
2. Soit p € N. Supposons que (z1,...,Z,) soit une famille libre d’éléments de E.

Alors il existe zpy1,...,z, € E tels que (z1,...,Zp, Tpt1,...,%y,) soit une base de E.




3 Sous-espaces vectoriels en dimension finie

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.

Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors F est de dimension finie, et dim(F) < dim(E).
De plus, on a I’équivalence : dim(F') = dim(F) <= F = E.

e Vocabulaire. Soit n € N*. Supposons que E soit de dimension n.

— Soit a € E \ {0}. Posons D = Vect(a). Alors D est un sous-espace vectoriel de E, et dim(D) = 1. On dit que D
est une droite (vectorielle).

— Supposons que a et b soient deux vecteurs de E non colinéaires (i.e. la famille (a, b) est libre ; cela entraine n > 2).
Posons P = Vect(a,b). Alors P est un sous-espace vectoriel de E, et dim(P) = 2. On dit que P est un plan
(vectoriel).

— Si H un sous-espace vectoriel de E tel que dim(H) =n — 1, on dit que H est un hyperplan de F.

~ Définition 17. N

Soit p € N. Soit (v1,...,v,) une famille de vecteurs de E. On appelle rang de la famille (vq,...,v,) la
dimension du sous-espace vectoriel engendré par (vq,...,vp) :

rg(v1,...,vp) = dim Vect(vy, ..., vp).

¢ Remarques

1. Puisque Vect(v1,...,v,) est un sous-espace vectoriel de F, on a
rg(ve,...,vp) < dimE.
2. Puisque la famille (vq,...,v,) a p vecteurs, on a
rg(v1,...,vp) <p.

3. Sila famille (v1,...,v,) est libre, elle est alors libre et génératrice de Vect(v1,...,v,), c’en est donc une base, et
dans ce cas rg(v1,...,vp) =D.

Intéressons nous maintenant aux méthodes pour calculer le rang d’une famille de vecteur.
Soit F = (u1,...,uy) une famille d’un espace vectoriel E.

e Premiére méthode
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Dans cette premiére methode on extrait de la famille F une base du sous-espace vectoriel Vect(F). On
applique donc l'algorithme décrit dans la démonstration du théoréme de la base extraite.

On raisonne par équivalences pour résoudre le systéme linéaire A\ju; + Asus + ... + Apuy, = Ogs d’inconnues
A1, A2, ..., Ap. S’il est possible d’exprimer un ou plusieurs vecteurs de la famille comme combinaison linéaire
des autres, on le verra grace a ce systéme. On pourra ainsi trouver une base de Vect(F). Le rang de F est
le cardinal de cette base.




e Deuxiéme méthode

Pour la deuxiéme méthode, I'idée est de remplacer la famille F par une famille dont il est simple de voir le rang et qui
engendre le méme sous-espace vectoriel. Pour cela nous avons besoin du résultat suivant :

- )

Soit F = (uq,...,uy,) une famille finie de E, alors pour toute famile ¢ obtenue a partir de F par les
opérations élémentaires suivantes :

1. Echanger deux vecteurs de la famille.
2. Ajouter & un vecteur u; de F un multiple d’un autre vecteur u; de F.
3. Multiplier un vecteur u; de F par une constante non nulle.

4. Enlever le vecteur nul.

Vect(F) = Vect(¥4), et donc rg(F) =rg(¥)

On transforme successivement, & I’aide des opérations élémentaires, la famille F en une famille 7' qui
vérifie Vect(F) = Vect(F’) et dont les coordonnées dans une certaine base B de E forment une matrice
triangulaire supérieure (on dit que la famille est échelonnée pour la base B). Il est alors trés simple de voir
le rang de cette famille.
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Exemple 7

Dans R*, posons
uy = (1’27 71’3)7 U = (la 1, ]-, 1)7 uz = (1,47 753 7)

Trouver rg(uy, uz, us). Pour calculer ce rang, avec les deux méthodes.

4 Complément sur les polyndmes

Dans cette partie, on rappelle une série de résultats connus sur les polyndémes, en utilisant le vocabulaire des espaces
vectoriels.

On rappelle que, pour n € N, on note K,[X] I’ensemble des polynomes de degré au plus n :
K,[X] = {P € K[X]| degP <n} = {Zaka ‘ (o, - .- an) € K”“}.
k=0

On a vu que K, [X] est un sous-espace vectoriel du K-espace vectoriel (K[X], +, ).

- )

Soit n € N.
La famille (1, X, ..., X™) est une base de K,,[X]. Par conséquent, dimK,[X] =n + 1.

Soit n € N. Soit a € K.
La famille (1, X —a, (X —a)?,...,(X —a)") est une base de K, [X].




e Remarque. Cela signifie que si P est un polynéme tel que deg P < n, alors il existe un unique (by,...,b,) € K**!

n
tel que P = Z bi(X — a)k. la formule de Taylors pour les polyndmes peut alors étre inerprétée comme suit :
k=0

Soit n € N. Soit P € K,,[X]. Soit a € K. Alors

<p(0) (a) PD(a) P™(a) )

o 1 77777 nl

sont les coordonnées de P dans la base (1, X —a, (X —a)?,...,(X —a)?) de K, [X].

e Exemple. Soit P = X3 —4X? + 5X — 2. Trouver les coordonnées de P dans la base (1, X + 1, (X +1)2, (X +1)3)
de Rg[X]

5 Somme de sous-espaces vectoriel de dimension finie.

Soit (E,+,-) un K-espace vectoriel. On suppose que E est de dimension finie.

5.1 Somme et somme directe de deux sous-espaces vectoriels

Soient E; et Ey deux sous-espaces vectoriels de E. On suppose que E; et E5 sont en somme directe. Alors

Soient F; et FEs deux sous-espaces vectoriels de E. On a

dim(E; + E2) = dim(E) + dim(E2) — dim(E; N Es).

Exemple 8
1. Dans R?, posons uj = (5,—6,1), up = (V2, (1 — 1)v2, —7v/2), et
Dy = Vect(uy), Da=Vect(uz), P ={(z,y,2) €R? z+y+2z=0}
Calculer dim(D; + D3). Vérifier que D; et D2 sont des sous-espaces vectoriels de P, et montrer que
D1+ Dy =P
2. Dans R3[X], posons A; = X —2, Ay = X(X —2), B= X?(X —3), et

P1 = VeCt(Al,Az), P2 = Vect(B).

Déterminer dim(P; + P,), et donner une base de P, + Ps.



3. Dans R3, posons
P = {(x,y,z) € R3, x+2y+3z:O} et P, ={(z,y,2) € R w—5y+z=0}.

Montrer que P; + P, = R?,

5.2 Sous-espaces vectoriels supplémentaires

Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Il existe un sous-espace vectoriel G de E tel que F et G soient
supplémentaires dans F.

e Remarque. Dés que F # {Og} et que F # {Og} et F # E, alors F' admet une infinité de supplémentaires.

Exemple 9
Dans R?, soit D = Vect((1,0)). Proposer plusieurs supplémentaires de D.

— )

Notons n = dim E. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Les assertions suivantes sont équiva-
lentes.

1. F et G sont supplémentaires dans F.
2. F+G=FEet FNG ={0}.

3. F+G=FEetdimF +dimG = n.
4. FNG ={0} et dim F + dim G = n.
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Exemple 10

Dans R?, posons P = {(x, y,2) €ER3 x+3y—z = 0} et D = Vect((l, 0, O)) Montrer que P et D sont supplémentaires
dans R3. Proposer d’autres supplémentaires de P dans R3. Proposer d’autres supplémentaires de D dans R>.

Dans le cas de la dimension finie, pour montrer que deux espaces vectoriels sont supplémentaires, on utilise
trés souvent la proposition précédentes.




