Lycée Condorcet 8 février 2025
PCSI

DS7 mathématiques
Problémes

3 heures

Une équation fonctionnelle

On appelle F' ’ensemble des applications continues de R dans R vérifiant la relation (1) :

(1) VY(zy) eR, fla+y)flz—y) =(=)f(y)* et flz)>0

Dans tout le probléme f désignera une fonction vérifiant la relation (1).

On notera 0 la fonction identiquement nulle définie sur R.

Partie I : Quelques propriétés des éléments de F.

1. Vérifier que la fonction définie sur R par = — 92—’ appartient a F.

2. Ecrire ce que devient (1) dans chacun des cas suivants :
r =0 et y quelconque, xr quelconque et y =0, z =y

Quelles sont les valeurs possibles de f(0)?
3. Montrer que f(0) = 0 si et seulement si f est identiquement nulle (la fonction 0).

4. On suppose que f s’annule pour une valeur réelle a # 0.
On considére la suite (U,),cy définie par :

a
i N, U, = —
n € N, on

(a) Montrer que, pour tout n € N, f(U,) = 0.
(b) En déduire que f(0) = 0.
5. Déduire des questions précédentes que f est soit égale a 0 soit elle vérifie, pour tout z €
R, f(z) > 0.
6. Montrer que f est paire.
Correction :
1. Notons h la fonction définie sur R par z — 272"
Elle est bien continue.
Soit (z,y)> € R? on a :
h(z +y)h(z —y) = 27 @ 2=y
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On a donc bien, pour tout (x,y) € R?

h(z +y)h(z —y) = (h(x)h(y))*

Ainsi h est bien un élément de F.

2. Soit (z,y) € R%,
Si = 0 la relation (1) devient alors :

2) | fW)f(=y) = (f(y)f(0))

De méme si y = 0, la relation (1) devient :

(3) |(f(@))* = (f(x)£(0))*

Enfin pour x = y, ona :

(4) | f22)f(0) = (f(x))*

D’aprés la relation (3) on a, pour tout = € R :

(f(@)*(1 = £(0)*) =0

D’ou en particulier pour x = 0
(f(0)*(1 = f(0)*) =0

Ainsi, comme R est intégre, f(0*> =1 ou f(0)* = 0. Ainsi comme f est positive

f(0)=1ou f(0)=0

3. Procédons par double implications.

e Si [ est identiquement nulle on a bien str :

f(0)=0

e Supposons maintenant que f(0) = 0, soit z € R, on a, d’aprés (4) :

f(22)£(0) = (f(x))"

et ainsi, comme f(0) =0 :
(f(2))'=0

d’on :

Ve eR, f(x)=0

4. (a) On montre par récurrence I'assertion P(n) définie pour tout n € N :
P(n): f(Un) =0

e L’initialisation set vérifiée par I'hypothése f(a) = 0.
e Soit n € N, supoosons que P(n) est vraie. C’est a dire f(U,) = 0. Or d’aprés (4) on a :

F2Un1) f(0) = (f(Uns1))* <= f(U)f(0) = (f(Unr1))*
Ainsi (f(Uny1))* = 0, on a donc bien, par intégrité de R :

f(Un-H) = O




Le principe de récurrence permet ainsi de conclure que

VneN, f(U,) =0

(b) Notons que la suite (Up,)nen converge vers 0 et, par définition de F', la fonction fest continue sur R
donc continue en 0 ainsi d’apreés la caratérisation séquentielle de la limite :

f(Un) — f(0)

n—-+o0o

Or on a montré a la question précédente que la suite (f(U,))nen était la suite identiquement nulle
et donc de limite nulle. On a donc bien

f(0)=0

9. e Suposons qu'il existe a € R tel que f(a) =0, si a = 0 nous avons montrer a la question 3 que~f =0
et si @ # 0 on a montré a la question (4)b que f(0) = 0 et donc d’aprés la question (3) f = 0.
Ainsi si la fonction f s’annule en un point elle est identiquement nulle.

e Sipour tout x € R, f(z) # 0 alors comme par définition pour tout z € R f(z) > 0 on a bien
Ve €R, f(x) >0

6. Notons tout d’abord que f est définie sur R qui est symétrique par rapport a 0.
Si f est idetiquement nulle alors elle est paire.
Supposons que f n’est pas idetiquement nulle. Soit x € R. D’aprés la question précédente, pour tout
r € R, f(z) > 0 ainsi, d’aprés la question (2), f(0) = 1, d’ou d’aprés la relation (2) démontré dans la
question (2)

et comme f(x) # 0

’La fonction f est donc paire. ‘

Partie II : Explicitation des éléments de F.

Soit G ’enemble des fonction g de R dans R définies par :

If e F\{0} VzeR g(z)=In(f(2)).

On note g une fonction de G et A = g(1).

1. Montrer a I’aide de la relation (1) vérifiée par f, que g vérifie la relation (2) :
(2) V(o) €R® glz+y)+g(zr—y) =2(g(x) + g(y))

2. Déterminer ¢(0) et montrer que g est une fonction paire.

(a) Montrer a ’aide de la relation (2), VneN VzeR g(nz)=n?g(z).
(b) En déduire la relation : VneZ VreR g(nz)=n?g(x).

(c) Enfin montrer que : VreQ Vz eR g(rz) =rg(x).
On pourra remarquer qu’un rationnel est un quotient d’entiers.
Puis que

VreQ g(r)=M\?
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3. (a) Soit = € R, on considére la suite (u,),cn définie par :

| 10" x|

v N n =
ne U o

Montrer que (u,),cn converge et donner sa limite.
(b) En déduire une forme explicite de g.
(c) Puis une forme explicite de f.

Corrigé :
1. Soit f I'application de F\{0} telle que :

Ve eR  g(r) = In(f(x))

Soit (x,y) € R? on a d’apres les propriétés de la fonction In et la relation (1)

gz +y)+glx—y) = In(f(z+y))+n(gx—y))
= In(f(z+y)f(z—y))
In((fz)f(y))?)

= 2n(f(2)) + 2In(f(4))

On a donc bien par définition de g

V(z,y) R gla+y)+g(z—y) =29(x) + 29(y)

2. Comme f est non identiquement nulle elle ne s’annule par et f(0) = 1 ainsi

9(0) = In(f(0) =In1

d’ou

9(0)=0

La fonciton g est définie sur R qui est symtrique par rapport a 0.
Soit x € R, comme f est paire :

9(=z) = In(f(=x)) = In(f(z)) = g(z)

Ainsi g est paire.

(a) Soit x € R. Montrons par récurrence que l’assertion définie, pour tout n € N, par

P(n) : g(nz) = n*g(z) etg((n+ 1)z) = (n+ 1)*g(z)

est vraie pour tout n € N.

e On vient de montrer que g(0) =0, d’ou

9(0z) = 0%g(z)

De plus

g(z) = 1%g(x)

Ainsi P(0)est vraie.



e Soit n € N, supposons P(n) vraie et montrons P(n + 1) vraie.
Comme P(n) est supposée vraie, on a déja g((n + 1)z) = (n + 1)?g(x). Montrons la deuxiéme
égalité de P(n + 1). Remarquons que

g((n+2)x) = g((n+ 1)z +x)

Ainsi d’aprés (2)
g9((n+2)z) =2(g((n + ) + g(2))) — g(n)
Ainsi comme P(n) est supposée vraie :
g(ln+2)x) = 2(n+1)%g(x) + 2g(x) — n’g(z)

(2n? +4n + 2+ 2 — n?)g(z)
= (n*+4n+4)g(x)

On a donc bien

9((n+2)z) = (n +2)*g(2)

Le principe de récurrence permet ainsi de conclure que,
VneN g(nz) =n’g(x)

Soit x € R. Soit n € Z\N, on écrit n = —m ot m € N. Comme g est paire et d’aprés la question
précédente, on a
g(nz) = g(=mz) = g(mz) = m*g(z) = (-m)*g(x)

on a donc bien :

VnezZ g(nr)=2g(x)

Soit = € R. Soit r € Q, il existe deux entiers p € Z et ¢ € N* tels que

Notons tout d’abord que

Ainsi d’aprés la question précédente :
1 1 1
2
g(x) =q°g | - <:>g<—x) = —g(x)
. (q ) q ¢ (
Avec le résultat de la question (2)b on obtient :

o(2)-ral(e) - B

VreQ g(ra) = rg(a)

En appliquant le résultat & x = 1 et comme g(1) = A on obtient :

On a donc bien

VreQ g(r)=\r?




3.

(a)

Soit n € N par définition de la partie entiére on a :
10"z —1 < |10"z] < 10"z

Ainsi comme 10" est strictement positif :
r——<u, <czx

10"

Le théoréme d’encadrement permet de conclure que la suite (u,),en converge vers x.

Notons que, pour tout n € N, le terme u,, est un rationnel ainsi d’aprés la question 2.(c) on a
VnEN  glun) = Mun)?

Or, d’une part, par produit, la suite (Au?),en converge vers \x2.
D’autre part comme f € F', elle est continue sur R et donc g est une composée d’applications
continues, elle est donc continue. On a ainsi, d’aprés la caractérisation séquentielle de la continuité :

9(un) — g(z)

n—-+o0o

et donc, par unicité de la limite :
g(z) = Aa?

Notons que
Vr € Rg(z) = In(f(z)) <= Vz € Rf(z)=e/®
On note A = In(f(1).

On a alors : )
Ve e R f(z)=¢e



Matrices magiques

Soit n € N*. On dit que M € M, (R) est une matrice magique si et seulement si, il existe un réel
o(M) tel que

4 n

viell,n] ) [Mli; =a(M),

Vie[ln] > [Mliy=o(M),

> [Mlin—iz1 = o(M)

\ =1

Autrement dit une matrice magique est une matrice dont toutes les sommes des coeflicients sur
chaque ligne, toutes les sommes des coefficients sur chaque colonne, et des éléments sur les deux
diagonales sont égales.

Partie I : Matrices magiques de taille 3 x 3.

On se place dans cette partie dans I’ensemble des matrices carrées réelles de taille 3 (ici n = 3).
On considére, de plus, les matrices suivantes :

-1 2 -1 111 1 -1 0
A=10 0 0|, B=A" Cc=(111), F=|-1 0 1
1 -2 1 111 0 1 -1

1. Vérifier que A, B C et F sont magiques et que A+ B = —2F.

2. Montrer que la somme de deux matrices magiques est une matrice magique, que la trans-
posée d’une matrice magique est une matrice magique et que le produit par un scalaire
d’une matrice magique est encore une matrice magique.

3. On étudie le lien entre matrice magique et matrice symétrique ou matrice antisymétrique.

(a) Justifier que toute matrice antisymétrique peut s’écrire sous la forme

0 — B
v 0 —«
-8 a 0

ou «, [ et v sont trois réels.
En déduire que I’ensemble des matrices magiques antisymétriques est ’ensemble :

{a(A+F)|aeR}

(b) Exprimer les matrices magiques symétriques telles que o(M) = 0 (celles dont les sommes
des éléments sur chaque ligne, sur chaque colonnes et les diagonales sont nulles) en
fonction de F.

(c) En déduire que ’ensembles des matrices magiques symétriques est ’ensemble :
{AC+uF | (\ ) € R}
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4. (a) Montrer, par analyse synthése, que toute matrice M € Mj3(R) s’écrit comme la somme
d’une matrice symétrique et d’'une matrice antisymétrique et que ce couple est unique.

(b) Montrer que si M est une matrice magique, la matrice symétrique M’ et la matrice
antisymétrique M” telles que
M — M/ ‘I’ M//
sont elles aussi des matrices magiques.

(c) Déduire des questions précédentes que l’ensemble des matrices magiques est 1’en-
semble :

{AA+ BB +~C | (A B,7) € R*}

5. On étudie maintenant 1’effet du produit sur les matrices magiques.
(a) Calculer A%, B?, C?, AC, BC, CA, CB. Lesquelles de ces différentes matrices sont ma-
giques ?
(b) Quelle est la condition nécessaire et suffisante pour que le produit de deux matrices

magiques soit magique ? En déduire toutes les matrices magiques produits de deux
matrices magiques.

(c) Véfifier que le produit d’une matrice magique et d’une matrice de la forme A\C + ul
avec (\, 1) € R? est une matrice magique.
(d) Vérifier que les puissances paires d’une matrice magique ne sont, en général, pas ma-
giques mais que les puissances impaires sont toujours magiques.
Corrigé :
1. Il suffit de calculer!
2. Soient M et N deux matrices magiques de taille 3 x 3, monrons que leur somme est encore une matrice

magique. Notons o(M) et o(N) la somme d’une de leur ligne.
Soit ¢ € [1, 3], on a, par définition de la somme de deux matrices :

M+ Ny = Y [Mi;+ > [N

3
=1 i=1 j=1

J

<
<

Et comme les matrices M et N sont magiques :

Y IM+ Ny = o(M)+o(N)

J=1

Soit j € [1,3] on a de méme,

— o(M)+a(N)
Puis ; ,
> IM+ N = Z[M]i,z+Z[N]z,z
- = o(M) +o(N)
Et enfin , , ,
Z[M + Nlig—iy1 = Z[M]i,S—i—H + Z[N]i,3—i+1
- = (M) +o(N)



La matrice M + N est bien magique, on a de plus o(M + N) = o(M) + o(N).

Montrons M7T est une matrice magique, on a, par définition de la transposée :

3 3
(M7, Z
= =1

7j=1

.

Et comme la matrice M est magique :

j=1
Soit j € [1,3] on a de méme,
3 3
DM = ) M
=1 =1
= o(M)
Puis
3 3
Z[MT]M = Z[M]H
i=1 i=1
= o(M)
Et enfin

3

Z [MT]i73—i+1 = Z [M]3_it1

i=1 i=1
On procéde au changement d’indice [ = 3 — 7+ 1 dans la derniére somme et on obtient :

= o(M)

La matrice M7 est bien magique, on a de plus o(M*) = o(M).

Enfin, soit A € R on a, par définition du produit d’une matrice par un scalaire :

3

S M = A (M,

j=1 j=1

Et comme la matrice M est magique :

j=1
Soit j € [1,3] on a de méme,
3 3
> My = ) AM];,
i=1 i=1

Puis



Et enfin

3 3
> MMz = Y AMJig_in
=1 i=1

= Ao(M)

La matrice AM est bien magique, on a de plus o(AM) = Ao (M).

3. (a) Soit M une matrice de taille 3 x 3 antisymétrique.
Soit ¢ € [1,3], on a, par définition d’'une matrice antisymétrique

Ainsi les coefficients sur la diagonale sont nuls.
Notons a = [M]s2, 8 = [M]13 et v = [M]a,, par définition d’une matrice antisymétrique on a
alors :

Moz = —a, [Mlzy=—Fet [Mly; =~y

La matrice M est alors égale a la matrice

0 — B
M=~ 0 -«
-6 o 0

Soit M une matrice antisymétrique de taille 3 x 3. D’aprés ce qui précéde, il existe trois réels «,
et v tels que

0 — B
M=1~v 0 -«
-8 a 0
Ainsi, comme M est magique, il existe un réel o(M) tel que :
—y+B8 = o(M)
T—a = o(M)
—B4+a = o(M)
0+0+0 = o(M)

Les autres équations sont des équations propostionnelles a celles notées. Et ce systéme est équivalent
a

Ainsi si M est magique et antisymétrique alors il existe a € R tel que

0 —a « 0 1 -1
M=|la 0 —-al=-afl-1 0 1 |=—-a(A+F)
e 0 1 -1 0

0 —a «
M = a 0 —«
e 0

ol « est un réel sont magiques et antisymétriques. L’ensemble des matrices antisymétrique et
magique est donc I'ensemble :

{—a(A+F)|aeR} ={a(A+F)|acR}
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(b) Notons qu’une matrice de la forme

a —«a 0
aF=|l-a 0 -«
0 —

o «v est un réel est a la fois magique et symétrique et que o(afF’) = 0.
Réciproquement considérons une matrice M symétrique et magique telle que o(M) = 0. On montre,
comme a la question précédente que M est symétrique si et seulement si il existe 6 réel x; avec
i€ [1,6] tels que :
Ty T2 Iy
M = To T4 Xy
I3 Ts g

Et comme la matrice M est magique on a le systéme :

Ty + 1 + a3 =0
T + T4 + 5 =0

T3 + x5 + x5 = 0

T + x4 + x = 0
2$3 + x4 =0

La combinaison linéaire de lignes Ly — Lo + L3 — L4 donne la ligne
2[E3 - 21‘4 =0

Ainsi 3 = x4, d’otl en substituant dans la derniére ligne x3 = 0, le systéme devient alors

( r1 + X2 = 0
T2 + 5 =0

rs + x¢ = 0

T + T = 0
r3 = 0

Ty = 0

\

Ainsi M symétrique et magique implique que les xz; vérifient :

To = —X
I3 = 0
Ty = 0
s = I
T = —I1

Ainsi, si M est une matrice symétrique et magique tel que o(M) = 0 il existe un réel x; tel que :

¢) Soit M une matrice symétrique et magique. Notons que =2 ¢r est une matrice s métrique et
y g 5 y

magique (éventuellement nulle) avec o (#C) = —o(M). De plus, la somme de deux matrices

symétriques est symétrique et nous avons vu que la somme de deux matrices magiques est magique
. . . O'(M) . , . . . , .ﬁ 5 N .
ainsi la matrice M — =3~ C' est une matrice symétrique et magique et qui vérifie, d’aprés la question

(2) :

o (M— @c) = o(M) — o(M) =0
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Ainsi d’aprés la question précédente il existe pu € R tel que :

M—@C:NF@M:@CJW;F

Une matrice symétrique et magique est donc bien combinaison linéaire des matrices C' et F.

Réciproquement une combinaison linéaire des matrices C' et F' est bien symétrique comme combinai-
son linéaire de matrices symétriques et magique comme combinaison linéaire de matrices magiques.

[’ensemble des matrices symétriques et linéaires est donc bien

{AC + puF | (A p) € R?}

Voir TD.

D’aprés la question précédente les matrices M’ et M” sont des combinaisons linéaires de M et M™.
Or par hypothése M est magique donc d’aprés la question 2., M7 est magque et ainsi, toujours
d’aprés cette question, M’ et M" aussi.

Soit M une matrice magique. D’aprés les questions 4.(a) et 4.(b) il existe deux matrices magiques
M’ et M" la premiére symétrique et la deuxiéme antisymétrique telles que

M =M +M"
Ainsi, d’aprés la question 3.(a), il existe un réel « tel que :
M' = aA+ aF
et d’aprés la question 3.(c), il existe deux réels A et p tels que
M" = \C + uF

On a ainsi :
M =aA+ (p+a)F +XC

Mais d’aprés la question 1 on a
-1
F:34A+m

D’ou

a ;r Py —latp
la matrice M est bien une combinaison linéaire des matrices A, B et C.

M = B+ \C

Réciproquement, comme A, Bet C' sont des matrices magiques, une combinaison linéaire de ces
matrices est bien une matrices magique.

L’ensemble des matrices magiques est donc égal a

{AMA+BB+~C|(\B,7) € R}

Un calcul simple permet de montrer que
A*=B>=AC=BC=CB=0 etque C*=3C

Toutes ces matrices sont magiques.
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(b)

Soit M et M, deux matrices magiques. D’aprés la question 4.(c) il existe (A1, A2, 81, B2, 71, 72) € R°
tel que
M1 = )\1A + BlB + ’)/10, et Mg = )\QA + /BQB + ’)/QC

Ainsi d’aprés la question précédente on a :
MMy = M\ BoAB + M1 BA + 71723C

Or comme C' est magique M; M, est magique si et seulement si \{ 52 AB + A5y BA est magique. Or

6 0 —6 2 -4 2
AB=|( 0 0 O et BA=|—-4 8 —4
-6 0 6 2 -4 2

Ainsi
20081 + 6182 —4X2 81 2X281 — 61 B2
MPB2eAB 4+ N1 BA = —4N 3 821 —4N 34

200081 — 6X1 82 —4XaB1 2XafB1 + 61 52

Notons que les sommes des termes des lignes et des colonnes de cette matrice est nulle. En faisant
la somme des termes des deux diagonales il reste donc que cette matrice est magique si etseulement
si

)\1:O€t)\2:0

12)\251+12)\162 =0 . . ﬁ2:Oet )\2:()
{12/\2B1—12/\1B2 - 0 — )\162_)\261_0 — >\1:0€t 51:0
Po=0cet 3 =0

Ainsi les produits magiques de matrices magiques sont les matrices de la forme :
(1B +1C) (BB +7%C); (MA+ 1B +11C)2CimC(BeA + BB + 720); (MA + 1 C)(AA +120)
Soit M = A\ A + 51 B + v, C une matrice magique et soit (72, ) deux réels. On a

M(72C + pl3) = MpA + BipB + (v + 37172)C

Cette matrice est bien une combinaison linéaire des matrices A, B et C' c’est donc une matrice
magique.

Soit M une matrice magique. D’apres la question 4.(c) il existe (), 3,7) € R? tel que
M =)XA+ B +~C
On a alors, d’aprés la question précédente :
M? = A\B(AB + BA) + 37*C

Mais on remarque que

AB + BA = 1213 — 4C

Ainsi, on a

M? = 12)\B15 + (37* — 4\B)C

Comme (37% — 4\3)C est magique, M? est magique si et seulement si 12\313 est magique c’est a
dire si etseulement si A3 est nul.
Il existe donc des matrices magiques telles que leur carré ne 'est pas.
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Montrons que pour tout n € N*, M?" n’est pas nécessairement magique.
Soit n € N* d’aprés ce que I'on vient de montrer il existe \, 3) € R? tel que

M = (M3 + pC)"
Comme les matrices I3 et C' commutent on a :
MQn — zn: (n> )\kﬂn—kc«n—k
k=0 k

Mais on peut montrer par récurrence que pour tout k € [0,n] C* = 3*C. On a donc

n—1
n
M = \"I3 + (3B RO
3+ ( k) (38)

Ainsi M?" est une combinaison linéaire de I5 et C' qui n’est pas nécessairement une matrice magique.
La matrice M3 est le produit de M qui est magique avec une combinaison linéaire de I3 et de C.
Ainsi d’aprés la question précédente M3 est magique.
On montre ensuite par récurrence que pour tout n € N la propriété P(n)

P(n) : M*"*! est magique.

On vient d’initialiser la propriété a n = 0.
Soit n € N* supposons que la propriété P(n) soit vraie, la matrice M?" ™! est donc magique. Or on
a

M2n+3 — M2n+1M2

Or M? est une combinaison linéaire de I3 et C ainsi M?""3 est matrice magique.
Le principe de récurrence permet ainsi de conclure que M?"*! est magique pour tout n € N*.

Partie II : Matrices magiques en dimension4

On se place dans cette partie dans I’ensemble des matrices carrées de taille 4.
Considérons la matrice

A:

O O O N
_ =0 O
_ o = O
O = = O

1. Montrer que la matrice A est magique.
2. Exprimer A? comme combinaison linéaire de A et I, (la matrice identité de taille 4).

3. Montrer que, pour tout entier p, il existe deux entiers positifs a, et b, tels que
Ap = CLpA + pr4.

On ne demande pas de calculer ces entiers.
4. Montrer que pour tout entier p > 2, la matrice A” n’est pas magique.
Corrigé :
1.
2. On a A? =21, + A.
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3. Montrons la propriété par récurrence. Notons, pour tout p € N, P(p) lassertion
P(p) : 3(ap, by) € (N*)?, AP = a,A+ b1,
La propriété est vraie pour p = 0, en effet :
A"=1xI;,+0x A
Soit p € N, supposons P(p) vraie. Ainsi il existe deux entiersstrictement positifs a, et b, tels que
AP = a, A+ byl

On a alors :
APt = A(a,A + byly)
= apA2 +b,A
= a,(I4+ A)+b,A
= (ap+bp)A+aply

Or la somme de deux entiers strictement positifs est un entier positif ainsi P(p + 1) est vraie.
Le prinicpe de récurrence permet ainsi de conclure que pour tout p € N A(p) est vraie.

4. On a pour tout (a,b) € (N*)? :

2a+b 0 0 0
| 5 by
0 a a b

Cette matrice n’est pas magique. En effet la somme des termes de la premiére ligne est égal & 2a + b
alors que la somme des termes sur la diagonale "inversée" est égale a 2a, si la matrice était magique on
aurait :

20+b=2a<=0b=0

Or b est non nul. D’oi1 la contradiction.
Mais d’aprés la question précédente, pour tout p € N* AP est de cette forme 14, elle n’est donc pas
magique.

Partie III : Matrices semi-magiques en dimension n

Une matrice M € M,,(R) est dite semi-magique si et seulement si il existe un réel (M) tel que :

n

Vie[Ln] Y [M),;=o(M),

Jj=1
n

vjel,n] ) M, =o(M),

i=1

Autrement dit une matrice est semi magique si et seulement si les sommes des coefficients de chaque ligne et
les sommes des coefficients de chaque colonne sont égales.
Notons J,, la matrice carrée de taille n dont tous les coefficients sont égaux a 1.

1. Montrer qu’une matrice A est semi-magique si et seulement si AJ,, = J, A = \J,.
Exprimer ce A en fonction de o(A).

2. Montrer que le produit de deux matrices semi-magiques est encore une matrice semi-magique.
Et que si A et B sont deux matrices semi-magiques alors

0(AB) = o(A)o(B)
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3. Soit A une matrice semi-magique.

(a) On suppose que A est inversible. Montrer que o(A) # 0 que A™! est encore une matrice semi-
magique et que

(b) Réciproquement, on suppose que o(A) # 0. Peut-on conclure que A est inversible? On raisonnera
d’abord en dimension 2 puis en bonus en dimension quelconque.

16



