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PCSI

Dimension �nie.

Dans cette feuille d'exercices, K désigne R ou C.

Exercice 1.

Dans R3, posons u1 = (1, 1, 1), u2 = (1, 2, 3), u3 = (1,−1, 0). Véri�er que (u1, u2, u3) est une base de R3, et

donner, dans chacun des cas suivants, les coordonnées dans cette base du vecteur v proposé.

a) v = (1, 0, 0) b) v = (0, 1, 0) c) v = (0, 0, 1).

Exercice 2.

Dans chacun des cas suivants, justi�er que le K-espace vectoriel E proposé est de dimension �nie, donner une

base de E et préciser sa dimension de E.

a) E =
{
(x, y, z) ∈ C3

∣∣ x+ iy − z = 0
}

b) E =

{
(x, y, z, t) ∈ R4

∣∣∣ {
x+ y + z = 0
y + t = 0

}
c) On �xe n ∈ N, et E est l'ensemble des polynômes de degré ≤ n qui admettent 1 pour racine (on véri-

�era que E est bien un sous-espace vectoriel de Kn[X]).

d) E est le sous-espace vectoriel de l'espace des applications de ]−1, 1[ dans R dé�ni par : E = Vect(g1, g2, g3, g4),
où

g1 : x 7−→
√

1 + x

1− x
, g2 : x 7−→

√
1− x

1 + x
, g3 : x 7−→ 1√

1− x2
, et g4 : x 7−→ x√

1− x2
.

e) E est l'espace des suites réelles N -périodiques, où N ∈ N∗ est �xé (on s'assurera que E est bien un sous-espace

vectoriel de l'espace RN des suites réelles).

Exercice 3.

Calculer le rang des familles suivantes.

1. Dans R4, (u1, u2, u3, u4), où u1 = (1, 2, 1, 2), u2 = (1,−1,−2, 3), u3 = (1, 5, 4, 1), u4 = (−1, 4, 5,−4).

2. Dans C5, (v1, v2, v3), où v1 = (1,−1, 1,−1, 1), v2 = (2, 1, 0,−1,−2), v3 = (1, 2,−1, 0, 0).

3. Dans R[X], (P1, P2, P3, P4), où P1 = 1+2X+X2+2X3, P2 = 1−X−2X2+3X3, P3 = 1+5X+4X2+X3,

P4 = −1 + 4X + 5X2 − 4X3.

4. Dans C[X], (Q1, Q2, Q3), où

Q1 = 1− (X − 2) + (X − 2)2 − (X − 2)3 + (X − 2)4, Q2 = 2 + (X − 2)− (X − 2)3 − 2(X − 2)4,

Q3 = 1 + 2(X − 2)− (X − 2)2.
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