
Commutant d'une matrice

Soit une matrice M de M3(R). On dé�nit le commutant de M comme l'ensemble des matrices qui commutent avec M .
Cet ensemble sera noté CM ; on a donc

CM = {A ∈ M3(R) AM = MA} .
On se propose dans ce problème d'établir quelques propriétés générales des ensembles CM et d'expliciter les commutants de
certaines matrices particulières.
On notera PM l'ensemble des "polynômes en M", c'est à dire

PM =

{
n∑

k=0

λkM
k n ∈ N, λ0, λ1, . . . , λn ∈ R

}
.

Par exemple, 2M6 −M3 + 3M + I3 ∈ PM .

Partie A. Propriétés générales.

Dans toute cette partie, M est (sauf précision) une matrice quelconque �xée dans M3(R).

1. Montrer que CM et PM sont des sous-espaces vectoriels deM3(R).
2. Démontrer que CM est stable par produit. En déduire que si A est dans CM , alors An aussi pour tout n entier naturel.

3. Démontrer que PM ⊂ CM .
Indication : on pourra se passer de calculs en utilisant les questions précédentes.

4. Démontrer que CM est stable par inverse, c'est à dire que si A est une matrice inversible de CM , alors A−1 ∈ CM .

5. Supposons ici que M symétrique. Démontrer qu'alors CM est stable par transposition. Est-ce vrai si M est antisymé-
trique ?

Partie B. Commutant de certaines matrices diagonales.

Soient D1 =

1 0 0
0 2 0
0 0 3

 , D2 =

0 0 0
0 1 0
0 0 1

 , D3 =

0 0 0
0 0 0
0 0 1

 .

1. Que valent les ensembles C03,3 et CI3 ? Quelle est la dimension de ces espaces. Comparer ces espaces avec P03,3 et PI3 .

2. Démontrer que CD1
est l'ensemble des matrices diagonales.

Quelle est sa dimension ?

3. Trouver une base de CD2 . Quelle est sa dimension.

4. Même question pour CD3
.

Partie C. Commutant d'une certaine matrice diagonalisable.

Soient M =

 2 −1 −1
1 2 1
−1 1 2

 et P =

1 0 1
1 1 1
0 1 1


1. Montrer que P est inversible et calculer P−1.

2. Montrer que PMP−1 est une matrice diagonale que l'on notera D.

3. Démontrer que
∀A ∈ M3(R) A ∈ CM ⇐⇒ PAP−1 ∈ CD.

Expliciter CM . Combien de degrés de liberté ?

Partie D. Commutant d'une certaine matrice nilpotente.
On note dans cette partie

N =

0 1 0
0 0 1
0 0 0

 .

1. Démontrer que la famille (I3, N,N2) est une base de PN .

2. Démontrer que CN = PN . Le commutant de N est-il stable par transposition ?

3. Expliciter GL3(R) ∩ CN .

Corrigé
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