Décomposition dans la base des polynéomes de Legendre

On rappelle que R[X] désigne le R-espace vectoriel des polynomes & coefficients réels. Pour n entier naturel, R, [X] désigne le
sous-espace vectoriel de R[X] des polynomes de degré inférieur ou égal & n. On précise que ’on pourra confondre polynome et
fonction polynomiale associée.

Soit P un polynome de R[X]. On notera P sa dérivée n-iéme.

Pour n € N, on note

1
U,=(X>-1)" et L,=—UM.
( )" oe g Un

Les polynomes L,, sont appelés polyndmes de Legendre.

Dans tout ce probléme enfin, n désignera un entier naturel.

Partie A. Une base de polynomes scindés. (CCP PC 2018)

1
1. Déterminer Ly et L et vérifier que Lo = 5 (3X2 — 1).

2. (a) Quel est le degré de U,, ? Son coefficient dominant ?
Calculer UéQn). Que vaut U,(Lk) lorsque k£ > 2n?
(b) Justifier que L,, est de degré n et préciser la valeur de ay,.

3. Montrer que la famille (Lo, ..., L,) est une base de R, [X].

4. (a) Enoncer le théoréme de Rolle.
(b) Pour n € N*, déterminer les racines de U, en précisant leur ordre de multiplicité, puis justifier qu’il existe un réel
a €] —1,1] et un réel A que 'on ne cherchera pas a déterminer, tels que :

U =XX-1)"" (X +1)"1X —a).

(c) Dans cette question seulement, n > 2. Soit k € [1,n — 1]. On suppose qu’il existe des réels aq,...,a; deux a deux
distincts dans | —1, 1] et un réel p tels que

UM = u(X — )" M X+ 1) X — ) (X - ),
Justifier qu’il existe des réels 51, ..., Ox+1 deux a deux distincts dans | —1,1[ et un réel v tels que
U = p(X = )" X + )" RN (X = B1) - (X = Brgr)-

(d) En déduire que si n est non nul, L,, admet n racines simples, toutes dans l'intervalle | — 1, 1[.

Partie B. Evaluation de L,, en 1 et en —1.

1. Pour un entier k € [0,n], exprimer le polynome ((X + 1)”)(k) a l’aide de factorielles.

2. A laide de la formule de Leibniz, démontrer :
1 n
L, %Z( ) (X + 1) k(X - 1)k
k=0

3. Calculer L, (1) et L,(—1).

Partie C. Calcul des nombres (L,,, L, ).

Dans cette partie, pour deux polynémes P et ) de R[X], on notera (P, Q) 'intégrale
1
Q)= [ PuQ@.
-1

Dans cette partie, m est tout comme n un entier naturel.

1. Pour k € [0,n], on note
Pk) : « (UM, UMY = (—1)k @0 Ulmtoy 5.



(a) (*) En supposant n non nul, & 'aide d’une intégration par parties, démontrer que pour k € [0,n — 1] P(k) =
P(k+1).
(b) Justifier I’égalité

_1)n
(Lo L) = "7 prmamy,

= onFmplm!

2. A laide de ce qui précéde, démontrer que
n#m = (Lp, Ly,) =0.

3. (a) Toujours & laide de la question 1 (b), démontrer que

(2n)! /1 9
p— 1_ n .
(Lo L) = gy | (1= 8"t

(b) Pour k € N, on note J = f_ll(l — t?)~dt.

Intégrer Ji par parties et obtenir une relation entre Jj et Ji_1 lorsque k£ > 1.

(c) En déduire une expression de J,,, puis que
2

2n+1°

<Ln7Ln> =

Partie D. Un mode de calcul des coordonnées.

Pour un entier ide [0,n], on pose

1. Démonter que pour un ¢ donné, ¢; est linéaire.
2. Démontrer

3

VP eR,[X] P=) 24i(P)L:.
1=0

Indication : On pourra écrire la décomposition théorique de P sur la base des Ly et, pour i fixé, calculer p;(P).

Corrigé

Partie A. Une base de polynomes scindés. (CCP PC 2018)
1. Lo =1.
Ly =L(Xx2-1) =X.

2. (a) U, est un polynome de degré 2n de coefficient dominant 1. Donc Ul
dominant est Qn—”,'

) est un polyndme de degré n est son coefficient

UPY = (2n)! et Vk>2n, UF=0.

(b) Pour tout k € [0,n], deg(Ur(Lk)) = 2n—k. En effet, deg(U,,) = 2n, et par itération, si deg(Uflk)) = 2n —k alors, comme
o —k > 0, deg(US ) = deg(UF)) =1 = 2n — (k+1).

Ainsi L,, est un polyndéme de degré n, et son coefficient dominant est (2n)!

27 (nl)2 "

2n
Or Efff))?' = (25) Donc, le coefficient dominant de L,, est : (27;).

3. Lafamille (Lo, ..., L,) est échelonnée en degré et dans R, [X], c’est donc un famille libre de R,,[X]. De plus, Card(Lo, ..., Ly,) =
n+ 1 = dim(R,[X]) donc c’est une base de R, [X].
4. (a) Soit (a,b) € R?, a < b. Soit f un fonction continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b] telle que f(a) = f(b), alors il existe
¢ €]a, b tel que f'(c) =0.
(b) Soit n € N*,
Up=(X?=1)" = (X =X +1))" = (X - 1)"(X +1)".
On a donc la forme décomposée de U,,, donc U,, & deux racines, Q—l) et 1, toutes deux de multiplicité n.
Donc (—1) et 1 sont deux racines de multiplicité (n — 1) de U] .En outre, la fonction polynomiale associée a U, est
continue sur [—1, 1], dérivable sur | — 1,1[, et U, (—1) = U, (1) = 0, donc il existe o €] — 1, 1] tel que U}, (o) = 0.
On a donc 2 racine de multiplicité (n — 1) et une racine (a priori simple). En comptant les multiplicités on obtient
donc 2(n — 1)+ 1 = 2n — 1 = deg(U,,) racines. Donc on a la forme factorisé et il existe A € R tel que :

U =XX-1)""' (X +1)" X —a).
(Certes, on ne nous demande pas que calculer A, mais en réalité ce n’est pas compliqué, A est le coefficient dominant

de U}, c’est donc 2n.)



(c) Soit n > 2. Soit k € [[1,n — 1]. On suppose qu'il existe des réels a, ..., a; deux & deux distincts dans | —1,1[ et un
réel p tels que
UF = (X = 1)" FX 4+ 1) HX — 1) (X —ag).

Tout d’abord, comme (—1) et 1 sont des racines de multiplicité n et U, ce sont des racines de multiplicité n — (k+1)
de UF+L.

Soit I € [1,k — 1], la fonction U est continue sur [a, aq41] et dérivable sur Jag, ap41[. En outre, Ur(Lk)(al) =
Uék)(al+1), donc il existe f;+1 €]y, ai11] tel que U,(lk+1)(ﬂl) =0.

De méme, la fonction U est continue sur [—1, ] et dérivable sur | — 1, a1 [. En outre, U,(Lk)(—l) = U,(Lk)(al),
donc il existe 1 €] — 1, a1[ tel que U,(Lkﬂ)(ﬁl) =0.

on peut faire le méme raisonnement sur [y, 1] pour montrer qu’il existe Bi4+1 €]ax, 1] tel que UT(L’CH)(BkH) =0.

Enfin,ona 81 < a1 < 2 < ag < ... < B < ag < Bi+1 donc les réels f,...,0k+1 sont distincts deux & deux.
Ainsi, il existe P € R[X] tel que :

UFD = P(X = 1)" X + 1) X = B1) - (X = Brga)-

Or, deg(X + )" * Y X =B1) (X = Bry1)) =2(n—k—1)+k+1=2n—k—1= deg(UT(LkH)), donc deg(P) = 0.
Donc il existe v € R tel que :

UF) = p(X = )" HX + 1) RN X = Br) - (X — Brar)

(d) La question a) (initialisation) et la question b) (hérédité) permettent de démontrer que pour tout k € [0,n] il existe
ay,---ay k réels distincts dans | — 1, 1] et b un réel tel que

UR =p(X —1)" X+ )" FX —ay)- (X —ap).

Ainsi, il existe 1, -+ ,7, dans | — 1,1[ et u dans R tels que :

Lp=pX =m) (X =)
On a donc la décomposition en polynomes premiers de L,,. Donc 7y, - -+ , 7, sont des racines simples de L,,. Elles sont
au nombre de n. Donc L,, a n racines simples, toutes dans | — 1,1].

Partie B. Evaluation de L,, en 1 et en —1.

!
1. Vk € [0, Xx+)m® = T (x )k,
o] (417 = ()
2. Les fonctions x — (x — 1) et  — (x 4+ 1)™ sont polyomiales donc de classe C* sur R. En confondant polynomes et
fonctions polynomiales, la formule de Leibniz ameéne

L,= 2"171' ((X + 1)"(X - 1)")" — . Z (Z) ((X + 1)n)(k) ((X _ l)n)(n—k)

3. Lo(1) = (M’ +1)"=1 et Ly(=1) = (-1
Partie C. Calcul des nombres (L,,, Ly,).

1. (a) (*) Soit n non nul, et k € [0,n — 1] . Supposons P(k). Alors :

(U, = Wi, U0
Par intégration par parties, en dérivant US™ ) et en intégrant U™ on obtient :

1

1
WU = (0F o] et [ o U g



Or,sike[0,n—1],n—k—1¢€[0,n—1], donc U *V(=1)=0= 0" (1), donc :

1
(U, U5y = (—1)4+ / U E D @)U (1t

m
-1

(b) On a P(0) car (Ly, L) = s (U, US™M).
Donc par récurrence, P(n) est vraie. D’ou le résultat demandé.

2. Supposons n < m, alors :

o (_1)71 (n+m)

Or, comme n < m, on a n+m > 2m et donc U7(,:L+m) = 0. Ainsi, (U,, U,({L+m)> = f_ll 0dt = 0.

Donc :
(Lpy L) = 0.
Si n > m, alors en utilisant une symétrie triviale, (L, Ly,) = (L, Lyn) =0
(a“) 1 1
_ (_1)71 2n\ __ (_1)n N — (Qn)l / 1\ (42 1\ 34 — (2”)' / _ 42\n
<Ln7Ln> - 22n(n|)2 <Un7Un > - 22”(77/!)2 <Un7 (2n)> - 22n(n|)2 71( 1) (t 1) dt = 22n(n|)2 71(1 t ) dt.

(b) Soit k € N, on veut calculer : J;, = fil(l — t2)kdt.
Par intégration par partie, u(t) = (1 —t2), u/(t) = —2tk(1 —t3)*=1 v/(t) = 1, v(t) = t. Par intégration par partie, on
trouve :

1
I = [ —t2)k]1 ) +/ 2kt?(1 — t2)F1de

B -1
1
= O+2k/ (t2 —14+1)(1 — 2k tat
—1

1

= 2k/1 (t271)(1—t2)k’1dt+2k/ (1—t2)F1ae

-1 -1
= —2kJi +2kJy_1.

. 2k
Donc : Jk = ka_l.

(c) Ainsi :
T, 2k 2n 1% k TT" 2k 270127
J’n = n J() = n 0= 7' 0
2k + 1 Tk @n+1)!
OI“ J() = 2.
Donc : )
2 (2"(n))) , (2n)! 2

I = A2 Lo, L) = —"_(op1y.J, = .
1 (2n)! puis ) = Znuz B = 57

Partie D. Un mode de calcul des coordonnées.

1. Soit 7 dans [0,n]. Soit P et @ deux éléments de R,,[X], A dans R, alors :

0i(AP+Q) = (Li, \P+Q) = [1Li(t) (AP(t) +Q(t))dt = /\[1Li(t)P(t)dt+KlLi(t)Q(t)dt = ML, P)+(Li, Q) = Mpi(P)+0:(Q)
2. Soit P € Ry[X].

Il existe Mg, -+, A\, dans R" tels que P = Z ALy

k=0
Soit i € [0,n], alors :

. 2
(P) = (L;, P) = LiyLy) = N
pi(P) = (L;, P) kZ:OAk< i» L) )\1224—1

D’ou : % 4 1
i
A = @i<P)



