
Décomposition dans la base des polynômes de Legendre

On rappelle que R[X] désigne le R-espace vectoriel des polynômes à coe�cients réels. Pour n entier naturel, Rn[X] désigne le
sous-espace vectoriel de R[X] des polynômes de degré inférieur ou égal à n. On précise que l'on pourra confondre polynôme et
fonction polynomiale associée.
Soit P un polynôme de R[X]. On notera P (n) sa dérivée n-ième.

Pour n ∈ N, on note

Un = (X2 − 1)n et Ln =
1

2nn!
U (n)
n .

Les polynômes Ln sont appelés polynômes de Legendre.

Dans tout ce problème en�n, n désignera un entier naturel.

Partie A. Une base de polynômes scindés. (CCP PC 2018)

1. Déterminer L0 et L1 et véri�er que L2 =
1

2

(
3X2 − 1

)
.

2. (a) Quel est le degré de Un ? Son coe�cient dominant ?

Calculer U (2n)
n . Que vaut U (k)

n lorsque k > 2n ?
(b) Justi�er que Ln est de degré n et préciser la valeur de an.

3. Montrer que la famille (L0, . . . , Ln) est une base de Rn[X].

4. (a) Énoncer le théorème de Rolle.
(b) Pour n ∈ N∗, déterminer les racines de Un, en précisant leur ordre de multiplicité, puis justi�er qu'il existe un réel

α ∈]−1, 1[ et un réel λ que l'on ne cherchera pas à déterminer, tels que :

U ′
n = λ(X − 1)n−1(X + 1)n−1(X − α).

(c) Dans cette question seulement, n ≥ 2. Soit k ∈ J1, n − 1K. On suppose qu'il existe des réels α1, . . . , αk deux à deux
distincts dans ]−1, 1[ et un réel µ tels que

U (k)
n = µ(X − 1)n−k(X + 1)n−k(X − α1) · · · (X − αk).

Justi�er qu'il existe des réels β1, . . . , βk+1 deux à deux distincts dans ]−1, 1[ et un réel ν tels que

U (k+1)
n = ν(X − 1)n−k−1(X + 1)n−k−1(X − β1) · · · (X − βk+1).

(d) En déduire que si n est non nul, Ln admet n racines simples, toutes dans l'intervalle ]− 1, 1[.

Partie B. Évaluation de Ln en 1 et en −1.

1. Pour un entier k ∈ J0, nK, exprimer le polynôme ((X + 1)n)
(k) à l'aide de factorielles.

2. À l'aide de la formule de Leibniz, démontrer :

Ln =
1

2n

n∑
k=0

(
n

k

)2

(X + 1)n−k(X − 1)k.

3. Calculer Ln(1) et Ln(−1).

Partie C. Calcul des nombres ⟨Ln, Lm⟩.

Dans cette partie, pour deux polynômes P et Q de R[X], on notera ⟨P,Q⟩ l'intégrale

⟨P,Q⟩ =
∫ 1

−1

P (t)Q(t)dt.

Dans cette partie, m est tout comme n un entier naturel.

1. Pour k ∈ J0, nK, on note

P(k) : � ⟨U (n)
n , U

(m)
m ⟩ = (−1)k⟨U (n−k)

n , U
(m+k)
m ⟩ �.
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(a) (*) En supposant n non nul, à l'aide d'une intégration par parties, démontrer que pour k ∈ J0, n− 1K P(k) =⇒
P(k + 1).

(b) Justi�er l'égalité

⟨Ln, Lm⟩ = (−1)n

2n+mn!m!
⟨Un, U

(m+n)
m ⟩.

2. À l'aide de ce qui précède, démontrer que
n ̸= m =⇒ ⟨Ln, Lm⟩ = 0.

3. (a) Toujours à l'aide de la question 1 (b), démontrer que

⟨Ln, Ln⟩ =
(2n)!

22nn!2

∫ 1

−1

(1− t2)ndt.

(b) Pour k ∈ N, on note Jk =
∫ 1

−1
(1− t2)kdt.

Intégrer Jk par parties et obtenir une relation entre Jk et Jk−1 lorsque k ≥ 1.
(c) En déduire une expression de Jn, puis que

⟨Ln, Ln⟩ =
2

2n+ 1
.

Partie D. Un mode de calcul des coordonnées.

Pour un entier ide J0, nK, on pose

φi :

{
Rn[X] → R
P 7→ ⟨Li, P ⟩ .

1. Démonter que pour un i donné, φi est linéaire.

2. Démontrer

∀P ∈ Rn[X] P =

n∑
i=0

2i+1

2
φi(P )Li.

Indication : On pourra écrire la décomposition théorique de P sur la base des Lk et, pour i �xé, calculer φi(P ).

Corrigé

Partie A. Une base de polynômes scindés. (CCP PC 2018)

1. L0 = 1.
L1 = 1

2 (X
2 − 1)′ = X.

2. (a) Un est un polynôme de degré 2n de coe�cient dominant 1. Donc U (n)
n est un polynôme de degré n est son coe�cient

dominant est 2n!
n! .

U (2n)
n = (2n)! et ∀k > 2n, Uk

n = 0.

(b) Pour tout k ∈ J0, nK, deg(U (k)
n ) = 2n−k. En e�et, deg(Un) = 2n, et par itération, si deg(U (k)

n ) = 2n−k alors, comme

2n− k > 0, deg(U (k+1)
n ) = deg(U

(k)
n )− 1 = 2n− (k + 1).

Ainsi Ln est un polynôme de degré n, et son coe�cient dominant est (2n)!
2n(n!)2 .

Or (2n)!
(n!)2 =

(
2n
n

)
. Donc, le coe�cient dominant de Ln est :

(2nn )
2n .

3. La famille (L0, . . . , Ln) est échelonnée en degré et dans Rn[X], c'est donc un famille libre de Rn[X]. De plus, Card(L0, . . . , Ln) =
n+ 1 = dim(Rn[X]) donc c'est une base de Rn[X].

4. (a) Soit (a, b) ∈ R2, a < b. Soit f un fonction continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[ telle que f(a) = f(b), alors il existe
c ∈]a, b[ tel que f ′(c) = 0.

(b) Soit n ∈ N∗,
Un = (X2 − 1)n =

(
(X − 1)(X + 1)

)n
= (X − 1)n(X + 1)n.

On a donc la forme décomposée de Un, donc Un à deux racines, (−1) et 1, toutes deux de multiplicité n.
Donc (−1) et 1 sont deux racines de multiplicité (n − 1) de U ′

n. �En outre, la fonction polynômiale associée à Un est
continue sur [−1, 1], dérivable sur ]− 1, 1[, et Un(−1) = Un(1) = 0, donc il existe α ∈]− 1, 1[ tel que U ′

n(α) = 0.
On a donc 2 racine de multiplicité (n − 1) et une racine (a priori simple). En comptant les multiplicités on obtient
donc 2(n− 1) + 1 = 2n− 1 = deg(U ′

n) racines. Donc on a la forme factorisé et il existe λ ∈ R tel que :

U ′
n = λ(X − 1)n−1(X + 1)n−1(X − α).(

Certes, on ne nous demande pas que calculer λ, mais en réalité ce n'est pas compliqué, λ est le coe�cient dominant

de U ′
n, c'est donc 2n.

)
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(c) Soit n ≥ 2. Soit k ∈ J1, n− 1K. On suppose qu'il existe des réels α1, . . . , αk deux à deux distincts dans ]−1, 1[ et un
réel µ tels que

U (k)
n = µ(X − 1)n−k(X + 1)n−k(X − α1) · · · (X − αk).

Tout d'abord, comme (−1) et 1 sont des racines de multiplicité n et Un, ce sont des racines de multiplicité n− (k+1)
de Uk+1

n .

Soit l ∈ J1, k − 1K, la fonction U
(k)
n est continue sur [αl, αl+1] et dérivable sur ]αl, αl+1[. En outre, U (k)

n (αl) =

U
(k)
n (αl+1), donc il existe βl+1 ∈]αl, αl+1[ tel que U

(k+1)
n (βl) = 0.

De même, la fonction U
(k)
n est continue sur [−1, α1] et dérivable sur ] − 1, α1[. En outre, U (k)

n (−1) = U
(k)
n (α1),

donc il existe β1 ∈]− 1, α1[ tel que U
(k+1)
n (β1) = 0.

on peut faire le même raisonnement sur [αk, 1] pour montrer qu'il existe βk+1 ∈]αk, 1[ tel que U
(k+1)
n (βk+1) = 0.

En�n, on a β1 < α1 < β2 < α2 < ... < βk < αk < βk+1 donc les réels β1,...,βk+1 sont distincts deux à deux.
Ainsi, il existe P ∈ R[X] tel que :

U (k+1)
n = P (X − 1)n−k−1(X + 1)n−k−1(X − β1) · · · (X − βk+1).

Or, deg((X +1)n−k−1(X − β1) · · · (X − βk+1)) = 2(n− k− 1) + k+1 = 2n− k− 1 = deg(U
(k+1)
n ), donc deg(P ) = 0.

Donc il existe ν ∈ R tel que :

U (k+1)
n = ν(X − 1)n−k−1(X + 1)n−k−1(X − β1) · · · (X − βk+1).

(d) La question a) (initialisation) et la question b) (hérédité) permettent de démontrer que pour tout k ∈ [[0, n]] il existe
a1, · · · ak k réels distincts dans ]− 1, 1[ et b un réel tel que

U (k)
n = b(X − 1)n−k(X + 1)n−k(X − a1) · · · (X − ak).

Ainsi, il existe γ1, · · · , γn dans ]− 1, 1[ et µ dans R tels que :

Ln = µ(X − γ1) · · · (X − γn).

On a donc la décomposition en polynômes premiers de Ln. Donc γ1, · · · , γn sont des racines simples de Ln. Elles sont
au nombre de n. Donc Ln a n racines simples, toutes dans ]− 1, 1[.

Partie B. Évaluation de Ln en 1 et en −1.

1. ∀k ∈ J0, nK ((X + 1)n)
(k)

=
n!

(n− k)!
(X + 1)n−k.

2. Les fonctions x 7→ (x − 1)n et x 7→ (x + 1)n sont polyomiales donc de classe C∞ sur R. En confondant polynômes et
fonctions polynomiales, la formule de Leibniz amène

Ln =
1

2nn!

(
(X + 1)n(X − 1)n

)n
=

1

2nn!

n∑
k=0

(
n

k

)
((X + 1)n)

(k)
((X − 1)n)

(n−k)

=
1

2n��n!

n∑
k=0

(
n

k

)
n!

(n− k)!
(X + 1)n−k��n!

k!
(X − 1)k

=
1

2n

n∑
k=0

(
n

k

)2

(X + 1)n−k(X − 1)k.

3. Ln(1) =
1
2n

(
n
0

)2
(1 + 1)n = 1 et Ln(−1) = (−1)n.

Partie C. Calcul des nombres ⟨Ln, Lm⟩.

1. (a) (*) Soit n non nul, et k ∈ J0, n− 1K . Supposons P(k). Alors :

⟨U (n)
n , U (m)

m ⟩ = ⟨U (n−k)
n , U (m+k)

m ⟩

Par intégration par parties, en dérivant U (m+k)
m et en intégrant U (n−k)

n on obtient :

⟨U (n)
n , U (m)

m ⟩ = (−1)k
[
U (m+k)
m U (n−k−1)

n

]1
−1

− (−1)k
∫ 1

−1

U (n−k−1)
n (t)U (m+k+1)

m (t)dt
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Or, si k ∈ J0, n− 1K, n− k − 1 ∈ J0, n− 1K, donc U
(n−k−1)
n (−1) = 0 = U

(n−k−1)
n (1), donc :

⟨U (n)
n , U (m)

m ⟩ = (−1)k+1

∫ 1

−1

U (n−k−1)
n (t)U (m+k+1)

m (t)dt.

(b) On a P(0) car ⟨Ln, Lm⟩ = 1
2n+mn!m! ⟨U

(n)
n , U

(m)
m ⟩.

Donc par récurrence, P(n) est vraie. D'où le résultat demandé.

2. Supposons n < m, alors :

⟨Ln, Lm⟩ = (−1)n

2n+mn!m!
⟨Un, U

(n+m)
m ⟩.

Or, comme n < m, on a n+m > 2m et donc U
(n+m)
m = 0. Ainsi, ⟨Un, U

(n+m)
m ⟩ =

∫ 1

−1
0dt = 0.

Donc :
⟨Ln, Lm⟩ = 0.

Si n > m, alors en utilisant une symétrie triviale, ⟨Ln, Lm⟩ = ⟨Lm, Ln⟩ = 0

(a)

⟨Ln, Ln⟩ =
(−1)n

22n(n!)2
⟨Un, U

2n
n ⟩ = (−1)n

22n(n!)2
⟨Un, (2n)!⟩ =

(2n)!

22n(n!)2

∫ 1

−1

(−1)n(t2 − 1)ndt =
(2n)!

22n(n!)2

∫ 1

−1

(1− t2)ndt.

(b) Soit k ∈ N, on veut calculer : Jk =
∫ 1

−1
(1− t2)kdt.

Par intégration par partie, u(t) = (1− t2), u′(t) = −2tk(1− t2)k−1, v′(t) = 1, v(t) = t. Par intégration par partie, on
trouve :

Jk =
[
(1− t2)k

]1
−1

+

∫ 1

−1

2kt2(1− t2)k−1dt

= 0 + 2k

∫ 1

−1

(t2 − 1 + 1)(1− t2)k−1dt

= 2k

∫ 1

−1

(t2 − 1)(1− t2)k−1dt+ 2k

∫ 1

−1

(1− t2)k−1dt

= −2kJk + 2kJk−1.

Donc : Jk = 2k
2k+1Jk−1.

(c) Ainsi :

Jn =

∏n
k=1 2k∏n

1 2k + 1
J0 =

2n
∏n

1 k
∏n

1 2k∏n
1 k

J0 =
2nn!2nn!

(2n+ 1)!
J0

Or J0 = 2.

Donc :

Jn =
2

2n+ 1

(2n(n!))
2

(2n)!
puis ⟨Ln, Ln⟩ =

(2n)!

22n(n!)2
(2n!)Jn =

2

2n+ 1
.

Partie D. Un mode de calcul des coordonnées.

1. Soit i dans J0, nK. Soit P et Q deux éléments de Rn[X], λ dans R, alors :

φi(λP+Q) = ⟨Li, λP+Q⟩ =
∫ 1

−1

Li(t) (λP (t) +Q(t)) dt = λ

∫ 1

−1

Li(t)P (t)dt+

∫ 1

−1

Li(t)Q(t)dt = λ⟨Li, P ⟩+⟨Li, Q⟩ = λφi(P )+φi(Q)

2. Soit P ∈ Rn[X].

Il existe λ0, · · · , λn dans Rn tels que P =

n∑
k=0

λkLk.

Soit i ∈ J0, nK, alors :

φi(P ) = ⟨Li, P ⟩ =
n∑

k=0

λk⟨Li, Lk⟩ = λi
2

2i+ 1

D'où :

λi =
2i+ 1

2
φi(P ).

4


