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Intégration sur un segment

Sommes de Riemann

Exercice 1.
Monter que les suites suivantes sont convergentes, et trouver leur limite.

1
n-l n n n—1 n
Vk 1 krm 1 k
@) “n—kzo n3/2 b) ””_Ek:fm% o) wn—kzln+k d) tn= H <1+n>

Suites et intégrales

Exercice 2.

dz.

n
1. Calculer, pour tout n > 2, /
9 Tlnz

1 de < 1
xlnzx = klnk’

k+1
2. Montrer que pour tout k > 2, /
k

n—1
1
3. On pose S, = ; Tk Montrer que S;, = n— 400 +00.
Exercice 3.

1 tn—i—l

n
1. Justifier que : Vt € [0,1[,Vn € N,Ztk -1 1 ¢
k=0

n+1 l’k T tn—i—l
En déduire que : Vz € [0,1[,Vn € N, Z % +In(l—=z) = / n 1dt’
k=1 0 B

2. En déduire que : Vz € [0,1[,Vn € N, ; - +In(l —2)| < D)
puis que : Vz € [0, 1[,n11>ri100 2 = =" In(1 —z)

Exercice 4. Attention aux intervertion limite et intégrale!

1. On suppose ici qu'on a z € [0, 1]. Calculer lim nze "%’
n——+o0o

1
2. Calculer In:/ nze " dz puis lim I,,.
0

n—-+00

3. Que peut-on en déduire ?

Exercice 5.
Pour tout entier naturel n, on pose



.. 1 a b :
1. Calculer ug (on pourra écrire 1=,z sous la forme % + —Hx.). Puis calculer u;.

2. Montrer que, pour tout n € N,

1
tn T 2 = T )on

En déduire uy et us.
3. Montrer que la suite (u,)nen est décroissante.

4. Mounter que, pour tout n € N,

4
< < —
0= un < 30 3 pygn

Que peut-on en conclure?

Exercice 6.

™

1
Pour n € N, on pose t,, = / tan?"t2 ¢ dt.
0

1
2n+3°

1. Montrer que pour tout n € N, t, 41 +t, =

2. Etudier la monotonie de la suite (£, )nen-

3. Calculer lim nt, (tout en justifiant que cette limite existe).
n—0o0

Exercice 7. Intégrales de Wallis
Pour tout n € N, on pose : W,, = /2 (cost)™dt.
0

1. Calculer Wy et Wh.
2. Montrer que la suite (W),),en est décroissante. En déduire qu’elle converge.
3. Montrer que pour tout n € N, W10 = (n+ 1)W,, — (n + 1)W, 4.
En déduire une relation de récurrence entre Wy, 1o et W,,.
(2n)! T
X —.
(2rn!)2 2
5. On note, pour tout n € N, u,, = (n + 1)W,,;1W,,. Montrer que la suite (u,)nen €st constante et préciser
sa valeur.

4. Montrer alors que, pour tout n € N, Wy, =

n+1 < Wn+1
n+2 - W,

6. Montrer que pour tout n € N, <1 et en déduire que Wy 1 o Wh
o0

T
7. Montrer que W,, ~ /—
+oo \ 2n

Exercice 8.

k

k+1
1. (a) Montrer que, pour tout k > 2, / Int dt <lnk < / Int dt
k

k—1

n n
(b) Montrer que, pour tout entier n > 2, / Int dt <lIn(n!) < / Int dt+1Inn
1 1

€T
2. Pour tout z > 0, calculer F(z) = / In(¢) dt.
1

3. En déduire que In(n!) est équivalent a nlnn lorsque n tend vers +oo.



Fonctions définies par une intégrale

Exercice 9. L
Soit ¢ : R% — R définie par : Va € RY, ¢(a) = /0 V1 —xdx.
1. Montrer que ¢ est strictement croissante sur R .

9. Montrer que : Vo €]0,1[, 1—a<vI—a<1- 2.

2
a a+1/2
3. Mont Vae Ry, —— < < .
ontrer que : Ya  Tr 1 o(a) ]
Exercice 10. -
On consideére la fonction définie par F(z) = / mdt.
0

1. Déterminer 'ensemble de définition de F', et préciser son signe en fonction de x.
2. Etudier la parité de F.

3. Justifier que F est C! sur R, puis dresser son tableau de variations. Retrouver le signe de F.

Exercice 11.

2z
On considére la fonction définie sur R par g(z) = / exp(—t%)dt.

T

1. (a) Justifier que g est bien définie sur R.

(
(b) Montrer que g est une fonction impaire.
(c) Déterminer le signe de g(z) suivant les valeurs de x.
2. (a
(b
(c

—x2

)
)
)
) Justifier que g est de classe C! et que, pour tout z € R, ¢'(z) = 2e—4% _ ¢
) Dresser le tableau de variations de g. On précisera g(0).

) Montrer que :

Yz €]0, 400, z exp(—42?) < g(z) < zexp(—z?).

En déduire la limite de g en +o00, puis en —oo.



