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Dans ce chapitre, K désigne R ou C.
Soient (E,+,-) et (F,+,-) deux K-espaces vectoriels.

1 Généralités
1.1 Définitions et exemples

~ Définition 1. N

Soit f une application de E dans F. On dit que f est une application linéaire si les deux conditions

suivantes sont vérifiées :
L Y(z,y) € B?, f(z+y) = f(z)+ f(y);
2. VAeK, Vz e E, f(Ax) = Af(x).

e Notation. On note £(E, F') ’ensemble des applications linéaires de E dans F'.

Exemple 1
1. L’application nulle de £ dans F :
OL(E,F) . F — F
z — Op °
est une application linéaire.

2. Les applications linéaires de R dans R sont les applications de la forme z — ax, ou a € R.
3. Les applications suivantes de R dans R ne sont pas linéaires.

R — R R — R
r — x+1 z — z2

4. Les applications suivantes sont linéaires.

R? — R R} — R3 R2 — R4
(x,y) — 2x—5y (2,y,2) — (z+2y—23z—4y —62,2) (r,y) +— (2y,3z,2+ 2y, -5z +y)

5. Les applications suivantes ne sont pas linéaires.

R*> — R R — R3 R2 — R
(l',y) — 2172 - 5y (‘TayVZ) — (‘T + 2y - Z,3I - 4y - 6'2’1: - 2) (.’I,‘,y) — (2y,3$,.’L' + \/éya —Sxy)

6. Les applications suivantes sont linéaires.

Re[X]

AR,R) — R R[X] —
P — X:P4+P +P(3)"

— R
u —  u(0) P — P
7. Les applications suivantes ne sont pas linéaires.

AR,R) — R R[X] — R[X
}—>

u — u(0)+1 P —

X2P+ P+ P(3)P(2)

Soit f une application E dans F'. Les deux assertions suivantes sont équivalentes.
1. fe L(E,F).
2. Y(\ p) € K2, Y(z,y) € B?, f(Az + py) = Af(z) + pf(y).




e Remarque. Si f est une application linéaire de F dans F', alors :
1. f(OE) =0p;

n
2. pour tout n € N*, tout (\1,...,\,) € K", et tous vecteurs z1,...,2, € F, on a f(Z)\kxk) = Z)\f(xk).
k=1 k=1

e Vocabulaire

1. Si f € L(E, F) est une bijection, on dit que f est un isomorphisme. Quand il existe un isomporhisme entre F
et I, on dit que E et F sont isomorphes.

2. Si E = F, on note L(E) = L(E, E), et toute application linéaire f € L(F) s’appelle un endomorphisme de E.

3. Si f € L(FE) est un endomorphisme de E et si f est bijective, on dit que f est un automorphisme de E. On
note GL(E) ’ensemble des automorphismes de E.

4. Si F =K, toute application linéaire f € L(E,K) s’appelle une forme linéaire.

Exemple 2

1. L’application f : R® — Ry[X] définie par : V(ag,a1,a2) € R, f(ag,a1,a2) = ag + a1 X + a2 X? est un
isomorphisme entre R? et Ro[X].

2. L’application nulle de R?® dans R? est un endomorphisme de R3.

3. L’application u : R? — R? définie par : V(z,y) € R2, u(z,y) = (v +y, 2z — y) est un endomorphisme de R2.
Comme de plus u est bijective, c’est un automorphisme de R2.

4. L’application identité de E dans E, Idg, définie par : Vo € E, Idg(xz) = z, est un endomorphisme de F.
Comme de plus Idg est bijective, c¢’est un automorphisme de E.

5. Les applications suivantes sont des formes linéaires sur R*.

R* — R R* — R R* — R
(r,y,2,t) — x+2y+3z—t (x,y,2,t) — = (x,y,2,t) — 3z

6. Les applications suivantes sont des formes linéaires sur C3[X].

Cs[X] — C C3[X] — C
P — P(0) P — 3P(2)°

1.2 Opérations sur les applications linéaires

Nous avons déja vu que 'ensemble F¥ des applications de E dans F était muni d’une structure d’espace vectoriel. On
rappelle ici la définition des lois internes et externes.

~{ Définition 3. N

Pour f,g € F¥ et A € K, on pose

f+tg: E — F ANf: E — F
x — f(z)+g(x) z — AMf(z)’
(en pratique, A - f est notée Af).

- )

L’ensemble £(E, F) est un sous-espace vectoriel de F'Z.




Exemple 3

Posons
u R3 — RRZ ot v R3 — RZ2
(xayaz) — ($+y+Z,Z) (.T,y,Z) L (J?—y,4$—2) .

Déterminer 2u — 4v.

¢ Remarques

1. Le vecteur nul O (g ) de 'espace vectoriel L(E, F') est application nulle de E dans F.
2. Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels.

(a) Soit f € L(E, F). Pour tout (\, u) € K2 et tous g1,92 € L(F,G), on a
(Agr+pg2) o f =Agiof+pgof,
(cela résulte directement de la définition des lois + et - dans L(F, G)). Autrement dit I’application

L(F,G) — L(E,G)
g > gof
est une application linéaire.

(b) Soit g € L(F,G). Pour tout (A, i) € K2 et tous f1, fo € L(E,F), on a
go M1+ pf2) =Ago fi+ugo fa,
(on utilise pour cela la linéarité de g). Autrement dit 'application

L(E,F) — L(E,G)
J > gof

est une application linéaire.

e En prenant F' = E dans la proposition précédente, on obtient le corollaire suivant.

(L(E), +,-) est un K-espace vectoriel.

Exemple 4
Posons

f1 : R2 — R2 f2 : RZ — R2 fg : RZ — R2
(r,y) — (z+y,y) (z,y) — (y,2) (z,y) — (z+2y,3z+4y)

Montrer que la famille (fi, fo, f5) est libre.

e Remarque. On peut toujours composer deux endomorphismes : si f € L(E) et g € L(E), alors f et g sont des
applications de E dans F, et la composée g o f, ainsi que la composée f o g, sont définies (c’est l’occasion de rappeler

que, méme dans ce cas, on a en général go f # fog). De plus, puisque f et g sont linéaires, go f et f og sont linéaires,
et sont donc des endomorphismes de E.

Soient F, F, G trois K-espaces vectoriels.

Soit f : E — F une application linéaire de £ dans F'. Soit g : F — G une application linéaire de F' dans
G.

L’application composée go f : E — G est une application linéaire de F dans G.




- )

Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels et soient f : E — F et g : ' — G deux applications linéaires.
Alors les applications 1, et ¢ définies par

[ L(E,F) — L(E,G) [ L(F,G) — L(E,G)
Vg : h — goh 01 h — hof

sont linéaires.

\. J

e Notations et vocabulaire. Soit f € L(E).
— D’apreés ce que 'on vient de dire, fo f € L(E), fofof e L(E), fofofofeL(E), etc...
Pour n € N*, on notera
f"=fofo---of € L(E).
n fois
L’endomorphisme f" s’appelle une puissance de ’endomorphisme f. On pose aussi f0 = Idg.

— Puisque L(E) est un espace vectoriel, on peut multiplier ces puissances de ’endomorphisme f par des scalaires,
et aussi les additionner. Par exemple, f2+ 5f2 — 2f +4ldg € L(E). Plus généralement, pour tout n € N, et tout
(ag,...,an) € K" on a

f:akfk € L(E).
k=0

n
En posant P = Zaka € K[X], on note
k=0

P(f)=> arf".
k=0

On dit que I’endomorphisme P(f) est un polynome de ’endomorphisme f.

- )

Soient f et g deux endomorphismes de E qui commutent, (tels que f o g = go f). Alors pour tout n‘nN
on a :
~ (n k —k ~ (n -k k
f+9"=> (k)f ogtF=>" <k>f og
k=0 k=0
fr=gt=(f-9 frog "
k=0

1.3 Noyau et image d’une application linéaire

Soient (E,+,-) et (F,+,-) deux K-espaces vectoriels.

Soit f € L(E, F).
1. On pose

ker(f) ={z € E | f(z) =0r}.
Alors ker(f) est un sous-espace vectoriel de F, qui est appelé le noyau de f.
2. On pose
Im(f) = {f(z) | re€E} = {yeF | Jx€E, y=f(z)}

Alors Tm(f) est un sous-espace vectoriel de F, qui est appelé I'image de f.




Exemple 5
1. Déterminer ker(Idg) et Im(Idg).
2. Notons 0. (g, ) application nulle de E' dans F. Déterminer ker(Oz(g,r)) et Im(0z(z, ry)-

3. Soit
U R} — R2
(z,y,2) — (r—y+z 2x+4y—2z) "

Déterminer une base de ker(u) et une base de Im(u).

4. Soit
v: Rs[X] — R2?
P — (P(1),P(2) "

Déterminer une base de ker(v) et une base de Im(v).

- )

Soit f € L(E, F). Les deux assertions suivantes sont équivalentes.

1. f est injective;

2. ker(f) ={0g}.

Exemple 6
Vérifier que I'application f : R? — R? définie par : V(x,y) € R?, f(x,y) = (z +y,27 + 2y, — y) est injective.

- )

Soit f € L(E, F). Les deux assertions suivantes sont équivalentes.

1. f est surjective;
2. Im(f)=F.

- h

Soit f € L(E, F). Les deux assertions suivantes sont équivalentes.
1. f est un isomorphisme;
2. ker(f) ={0g} et Im(f) = F.

2 Isomorphismes

Soient (E,+,-) et (F,+,-) deux K-espaces vectoriels.

2.1 Réciproque et composée

Soit f € L(E,F) un isomorphisme. Alors I'application réciproque f~! € L(F,E) est une application
linéaire. C’est un isomorphisme de F' dans F.




Soient deux isomorphismes f € L(E, F) et g € L(F,G). Alors g o f est un isomorphisme de F dans G.

2.2 Isomorphismes et dimension finie

On suppose ici que le K-espace vectoriel E est de dimension finie n et on considére B = (x1,- - ,x,) une
base de E. Soit f € L(E, F).

— f est injective ssi (f(z1), -, f(x,)) est libre.
— f est surjective ssi (f(z1), -, f(x,)) engendre F.
— f est bijective ssi (f(z1),--, f(2,)) est une base de F.

~ {Corollaire 16.) ~
Si deux espaces vectoriels sont isomorphes et que le I’'un des deux est de dimension finie alors ils sont tous
les deux de dimension finie et de méme dimension.

-
- )

Supposons que E et F sont de méme dimension finie et soit f € L(E, F') alors on a les équivalences :

f est bijective <= f est injective <= f est surjective

2.3 [Espaces isomorphes
2.3.1 L’espace K"

- )

Soit B = (e1,- - ,€,) une base de E.
Par définition d’une base pour tout vecteur = de F il existe un unique n-uplet (x1,---z,) € K" tel que

n
r = E €T;€;
i=1

Pour tout 1 <14 < n, on définit I'application i-iéme coordonnée ¢; : E — K par

EFE — K
xr > x;

Cette application est une forme linéaire (application linéaire & valeur dans K).

\ 7
Démonstration: Soit B = (e1, - ,en) une base de E.
Soient x et y deux éléments de E. Notons (x1, - ,Z») et (y1,- -+ ,yn) les coordonnées de, respectivement z et y dans la base B.



Soit A € K.

Par définition des coordonnées, on a l’égalité :
n

Ar+y = Z(Aml + yi)es

=1

Ainsi (Az1 4+ y1, -+ , ATn + Yn) sont les coordonnées du vecteur Az + y dans la base B. On a donc bien, pour tout i € [1,n]
¢i( Az +y) = Azi +yi = Adi(@) + ¢:(y)

Les applications ¢; sont donc bien linéaires. |

— )

Soit B = (e1,- - ,e,) une base de E.
L’application ¢ définie par :

EFE — K"
x — (p1(z), -, dn(x))

est un isomorphisme.
Ainsi tout K-espace vectoriel de dimension n est isomorphe a K™.

Démonstration: On démontre comme ci-dessus que 'application est linéaire. Montrons qu’elle est bijective. Comme il s’agit
d’une application linéaire entre espaces vectoriels de méme dimension (E est bien de dimension n puisqu’une de ces bases est de

cardinal n), il suffit de démontrer que I’application est surjective.
n

Soit (A1, ,An) € K. Notons z = Z Aiei. Alors, par définition des coordonnées d’un vecteur dans une base les coordonnées
k=1

de z dans la base B sont (A1, -, An) € K". C’est donc un antécédent de (A1,---,\,) par ¢. ||

Exemple 7

1. Trouver un isomorphisme entre R% et Ry[X].
2. Soit V = {P € R3[X], P(2) = 0}. Trouver un isomorphisme entre R et V.

Supposons que E soit de dimension finie.
Un espace vectoriel est isomorphe & E si et seulement si F' est de dimension finie et dim(F') = n.

Démonstration: Nous avons déja vu que si F et F' sont isomorphe alors ils ont méme dimension (corollaire 16).
Supposons maintenant que E et F' soit de méme dimension n alors d’aprés la proposition 19 il existe un isomorphisme ¢ et ¢r

¢E:EL>]K” et ¢F:FL>K"

D’aprés la proposition 14 ’application d);l o ¢ est un isomorphisme de E dans F. Les espaces E et F' sont donc isomorphes. W

2.3.2 Les suites récurrentes linéaires d’ordre 2

Soient a, b et deux scalaires tels que b # 0.
Dans ce paragraphe on considére le sous-ensemble S de KN

Sap = {(un)neN e KN Vn eN wupyo~+ aupiq + bu, = O}




L’ensemble S, ; est un sous-espace vectoriel de KN,
De plus ’application ¥ définie par :

{ Sa b — K2
v ’
(un)neN L (“O,Ufl)

est un isomorphisme.

\

Démonstration: Montrons que S, 5 est un sous-espace vectoriel de K.
Comme 0 + a0 + b0 = 0 la suite nulle est un élément de S, 4, cet ensemble est donc non vide.

Soit u = (un)nen €t v = (Vn)nen deux suites de Sap et A € K. et considérons w = Au + v. On a, par définition des opérations

sur KV, pour tout n € N :

Wp42 + QWpt1 + bW = Aunt2 + Unt2 + aAUn4+1 + aVpt1 + bAUy + by,
= AMunt2 + 0Unt1 + bun) + Vng2 + Vg1 + bun

Et comme (un)nen et (vn)nen sont des suites de S, on a bien
vn € N Wnt2 + AQWpyt1 + bwyp, =0

Ainsi S, est stable par combinaison linéaire.

. . N
L’ensemble S, ; est bien un sou-espace vectoriel de K.

Montrons que ’application ¥ est linéaire.
Soient u = (un)nen €t v = (Un)nen deux suites de K" et soit A € K, par définition des opérations sur les suites on a

(wo,wl) = ()\’U,o + vo, Aui + Ul) = /\(uo,ul) + (Uo,vl)

On a donc bien
U(Au 4 v) = A¥(u) + ¥(v)

‘ L’application ¥ est linéaire. ‘

Notons que, pour tout couple (a,b) € K? la relation

Yn € N upt2 + atns1 + bu, =0

permet de définir par récurrence une unique suite vérifiant la relation et, up = a et u; = b. Cette propriété permet de définir

I’application réciproque de ¥ et d’en déduire que ¥ est un isomorphisme.

Le sous-espace vectoriel S, est de dimension 2.

Démonstration: D’aprés la proposition précédente les espaces S, et K? sont isomorphes ainsi ils sont de méme dimension.

On en déduit :

Dans cette proposition on considére ’ensemble des suistes complexes (ici K = C)

— Si ’équation caractéristique a deux solutions distinctes r; et 3, alors le couple de suites géométriques
(U1,Uz) ot Uy = (r})nen et Uz = (15 )nen est une base de S, 5. On a ainsi,

V(un)nen € Sap (A, p) € C? YneN wu, = \r{ + Br}

— Sil’équation caractéristique a une unique solution r, alors le couple de suites (Uy, Us) ot Uy = (r"™)nen
et Uy = (nr™)pen est une base de S, . On a ainsi

V(un)nen € Sap (A, 1) € C? YneN u, = M" + Bnr"




Démonstration: D’aprés la proposition précédente comme S, est de dimension 2, pour trouver une base de S, il suffit de
trouver une famille libre de deux éléments.

e Supposons que 'équation caractéristique de S, admette deux solutions distinctes 71 et r2 et notons Ui = (r7)nen et
Uz = (73 )nen.
Montrons tout d’abord que ces deux suites sont des éléments de S,5. Soit ¢ € {1,2}. Soit n € N.
Par définition de r; on a :

i 4 ar; +bri =0

ainsi, en multipliant cette égalité par r;"
T a4 =0

Les suites U; sont donc bien des éléments de S,. Il reste maintenant a voir qu’elles forment une famille libre.
Soit (A1, X2) € C? tel que

MU + 22U =0
On a alors pour tout n € N

)\17“? + )\27"; =0

donc en particulier, pour n =0et n=1:

[
o

AL+ A2
A1+ Xors = 0

Et comme 71 # 72 ce systéme est équivalent & Ay =0 et Ay = 0.
La famille est donc libre. On en déduit

‘La famille (U1, Uz) est une base de Sqp

e Supposons maintenant que I’équation caractéristique admette une solution double r et notons Uy = (7" )nen et Uz =

(nr™)nen. Notons que comme b # 0 r # 0.
Nous avons déja montré que U; était une suite de S,,5. Montrons que Uz est une suite de S, 1, soit n € Non a :

(n+2)r" +an+ )r" M +onr" = e (P 4 ar + ) + " (2r + a)
Mais r est solution de ’équation caractéristique donc
r>+ar+b=0
Et comme r est soulution double de I’équation caractéristique r = —a/2 ainsi

2r+a=20

La suite Uz est donc un élément de S 5.
Montrons maintenant que les deux suites forment une base de S, 5. Pour cela il suffit de montrer que c’est une famille libre.
Soit (A1, X2) € C? tel que
MU+ U3 =0
On a alors pour tout n € N
Ar” 4+ danr” =0

donc en particulier, pour n=0et n=1:

A= 0
AMr+Xor = 0

Et comme 7 # 0 ce systéme est équivalent & Ay = 0 et A2 = 0. La famille est donc libre et on en déduit

‘La famille (Uy, Uz) est une base de Sqp

Modes de définition d’une application linéaire

Utilisation d’une base

Soit f et g deux éléments de L(E, F) ou E est de dimension finie.
Si les applications f et g coincident sur famille génératrice de F, alors elles sont égales.

10
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Supposons que E soit de dimension finie et que dim(E) = n.
Si (e1,-+-,en) est une base de E, (vy,:-+,v,) une famille de vecteurs de F, alors il existe une unique
application linéaire f : E — F telle que

Vie[l,n] fle)=w;

\. J

On en déduit le résultat suivant :

Si E et F sont de dimension finie alors L(E, F) est de dimension finie et

dim(L(E, F)) = dim(E) x dim(F)

3.2 Utilisation d’espaces supplémentaires

— )

On considére deux espaces vectoriels E = E; & Es et F.
Pour tout couple (f1, f2) d’applications linéaires

fllEl —)F, fQIEQ—)F
Alors il existe une unique application linéaire f : E — F vérifiant :

Vay € By Vags € By f(z1 + a2) = fi(z1) + fo(ae)

r
\

4 Endomorphismes remarquables d’un espace vectoriel.

4.1 Identité, homothéties

~ Définition 28. N

Soit F un espace vectoriel. on appelle homothétie de rapport A € K I'application

fA:{E — E

r — Ar

L’homothétie de rapport 1 n’est autre que l’identité de FE, notée Idg et ’homothétie de rapport \ est
I’application M dp.

\. J

— )

Une homothétie est une application linéaire.

\ J

Exemple 8
Soit f € L(E) tel que pour tout = € E, il existe A\, € K tel que f(x) = A\;.z. Montrer que f est une homothétie.

11



4.2 Projecteurs

~ Définition 30. N

Soient E; et Fo deux sous-espaces vectorielsde E, supplémentaires dans E.
Pour tout x € E, il existe un unique (z1,22) € Fy X Fs tel que = 1 + 5. Posons p(z) = x1. On définit
ainsi une application

p: FE — F
x — p(x)’

L’application p s’appelle la projection (ou : projecteur) sur F; parallélement & Es.

Exemple 9

1. Dans R?, posons Ey = {(z,y) € R?, y =0}, B, = {(z,y) €R? 2 =0}, et B3 = {(z,y) €R?, +y=0}.1I
est facile de vérifier que By @ E» = R? et B, @ E5 = R2. Notons ps la projection sur E; parallélement & E»
et p3 la projection sur F; parallélement & F3.

Déterminer, pour tout (z,y) € R? I'expression de pa(x,y) et p3(z,y) en fonction de x,y.

2. Dans R3, posons E; = {(:c,y,z) ER3 242+ 2= 0} et By = Vect((l, 1, 1)) On peut vérifier (exercice)
que E; @ Fy> = R3. Notons p la projection sur F; parallélement & Es, et ¢ la projection sur Fs parallélement
a Fy. Déterminer, pour tout (x,y,z) € R? 'expression de p(x,y, 2) et ¢(z,y, ) en fonction de x,y, 2.

— )

Avec les notations de la définition, on a les propriétés suivantes.

1. L’application p est linéaire (et donc, puisque p: E — E, on a p € L(E)).

2. p>=p
3. Im(p) = E4
4. ker(p) = Es.

~ Définition 32. N

Les endomorphismes f de F vérifiant f o f = f sont appelés des projecteurs.

\ J

Soit f € L(E). On suppose que f? = f.

— Alors Im(f) @ ker(f) = E,

— [ est la projection sur Im(f) parallélement a ker(f).

¢ Remarques

1. Dans cette proposition, on a supposé que f est linéaire.
Si on prend f: R — R définie par : Vo € R, f(z) = |z|, alors on a f o f = f, mais f n’a rien & voir avec une
projection, car f n’est méme pas linéaire!

2. Si f est un endomorphisme de E qui ne vérifie pas la relation f? = f, alors en général ker(f) et Im(f) ne sont
pas supplémentaires dans F (en général, la somme ker(f) + Im(f) n’est ni directe, ni égale a E).

12



Exemple 10

Soit
u R3 — R3
(z,y,2) — (1113—1 —§Z lx—FE +§z —lx—l —|—lz)
¥ ot T Y Tt T Y TR Tt T YTy

Vérifier que u est un projecteur, et déterminer ses espaces caractéristiques.

4.3 Symétries

~— Définition 34.

Soient E; et E5 deux sous-espaces vectoriels de F, supplémentaires dans E.
Pour tout « € E, il existe un unique (z1,22) € By x E tel que @ = 21 + x5. Posons s(z) = x1. On définit
ainsi une application :
p: F — FE
T — X1 — Ty

appelée symétrie par rapport a F| parallélement a F5.

\

Une symétrie est un endomorphisme.

\.

Soit £ = F; @ Es. Soit s la symétrie par rapport & F; parallelement a Fy. Alors :
sos=1Idg, ker(s—Idg)=F), etker(s+Idg)=F,

Réciproquement, si s est un endomorphisme de F tel que s o s = Idg, alors
1. E =ker(s— Idg) ® ker(s + Idg),

2. s est la symétrie par rapport a ker(s — Idg) parallélement a ker(s + Idg).

5 Rang d’une application linéaire

5.1 Définition

~{ Définition 37.

Soit f € L(E,F).
Im(f) est de dimension finie, et on appelle rang de f la dimension de Im f :

rg(f) = dim (Im f).

Exemple 11

Lien entre recherche de I'image et résolution d’un systéme linéaire : étude d’un exemple.
Soit f € L(R3,R*) définie par :

Y(z,y,z) € R3, f(x,y,z):(x—f-y—z, 20+4z, 2x+y+ 2z, x—i—Qz).

1. Il est facile de donner une famille génératrice de Im(f).

13



2. Résoudre un systéme linéaire pour décrire Im(f) grace a des équations.
3. Trouver une base de Im(f), et en déduire rg(f).

4. Quel systéme linéaire faut-il résoudre pour déterminer ker(f)? Trouver une base de ker(f), et en déduire
dim(ker f). Que vaut dim(ker f) 4+ rg(f)?

Soient E, F' et G trois K-espace vectorielde dimension finie. Soient f € L(E, F) et g € L(F,G). Alors :

rg(g o f) < min(rg(f),rg(g))

Soient E, F' et G trois K-espace vectorielde dimension finie. Soient f € L(E, F) et g € L(F,G). Alors :

— Si f est un isomorphisme, rg(g o f) =rg(g).
— Si g est un isomorphisme, rg(g o f) = rg(f)-

5.2 Formule du rang

- )

Soit f € L(E, F) et soit G un supplémentaire de ker f dans E. Alors la restriction de f & G définie par :

f|GZ G — Imf
z — f(2)

est un isomorphisme.

_ )

Soit f € L(E, F). Alors
dim(ker f) 4+ rg(f) = dim(E),

autrement dit : dim(ker f) + dim(Im f) = dim(F).

e Exemple. On considére 'application linéaire u € L(R4[X], R3[X]) définie par
VP € Ry[X], u(P)=P" +4P".

1. Déterminer ker(u).
2. En déduire que pour tout A € R3[X], il existe P € Ry[X] tel que A = P" + 4P,
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6 Equations linéaires

~ Définition 42.

On appelle équation linéaire toute équation d’inconnue x € E de la forme f(z) = b ou
— f: E — F une application linéaire.
— b € F appelé second membre de ’équation.

On appelle équation homogeéne associée a f(z) = b I’équation f(z) = Op.

\

Soit f € L(E,F)etbeF.
1. L’ensemble Sy des solutions de I’équation f(z) = 0 est le noyau de f (ker f).

2. L’ensemble S des solutions de I’équation f(z) = b est non vide si et seulement si b € Im(f) et, si g
est une solution particuliére de f(x) = b, on a alors :

S =z + ker(f)

\.

e Remarque. Si f € L(E, F) est bijective ’équation linéaire f(x) = b admet une unique solution.
Exemple 12

— Un systéme d’équations linéaires de n équations & p inconnues est une équation linéaire.
— Les droites, les plans de I’espace sont caractérisées par une équation linéaire.

— Toute équation différentielle linéaire d’ordre 1 peut étre interprétée comme une équation linéaire.
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7 Formes linéaires et hyperplans

e Rappel. Les éléments de £L(E,K) sont appelés des formes linéaires (sur E).

e Allure générale d’une forme linéaire

Notons n = dim E. Soit (by,...,b,) une base de E.

Soit f € L(E,K).

Notons, pour i € [1,n], a; = f(b;).

Soit x € E. 1l existe un unique (z1,...,2,) € K" tel que © = z1b; + - - - + x,b,. Alors

(@) = f(@1by 4 -+ 2pbp) = 21 f(b1) + - + 20 f(bn),

c’est & dire, avec nos notations,
flz) =a1z1+ -+ antp.

Exemple 13

1. Soit
f: RZ — R
(x1,22) +— 2z 4329
Alors f est une forme linéaire (non nulle) sur R, Remarquons que ker(f) est le sous-espace vectoriel de R?
égal & la droite d’équation 2z; + 3z2 = 0. La dimension de ker(f) est 1 = (dimR?) — 1.

2. Soit
I R — R
((El,xg,xg) — X1+ 3.’E2 — I3 ’
Alors f est une forme linéaire (non nulle) sur R3. Remarquons que ker(f) est le sous-espace vectoriel de R3
égal au plan d’équation z; + 3x5 — x3 = 0. La dimension de ker(f) est 2 = (dimR?) — 1.

3. Soit
f: c — C
(x1,22,23) +—— x1+3w2—x3 "

Alors f est une forme linéaire (non nulle) sur C3. La dimension de ker(f) est 2 = (dim C3) — 1.

On suppose que E est de dimension finie non nulle.

1. Soit f une forme linéaire non nulle sur E (i.e. f € L(E,K) \ {0}).
Alors ker(f) est un hyperplan de E.

2. Soit H un hyperplan de E.
11 existe une forme linéaire non nulle f € L(E,K) telle que H = ker(f).

3. Soient f et g deux formes linéaires non nulles sur £. On a I’équivalence

ker(f) =ker(g) <— (EI)\ eK*, f= )\g).
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