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1 Intégrale d’une fonction en escalier

1.1 Fonctions en escalier

,—{Déﬁnition 1 (Subdivision) ] \

Soient a et b deux réels avec a < b. Une subdivision de [a, b] est une suite finie o = (ag, - - , a,) telle que :

a=aqy<a1 <---<ap=>

—{ Définition 2. «
Soient a et b deux réels avec a < b et ¢ = (ag,- -+ ,a,) une subdivision de [a,b]. On dit que o est une

subdivision & pas constant lorsqu’il existe h € R tel que, pour tout k € [1,n], ax — ax—1 = h.
La valeur h est appelée pas de la subdivision.

Exemple 1

(0,2,6) est une subdivision de [0, 6].
(0,2,4,6) est une subdivision & pas constant de [0, 6] de pas 2.

,—{Déﬁnition 3 (Fonctions en escalier).} \

Soient a et b deux réels avec a < b et ¢ : [a,b] — R une fonction. On dit que ¢ est une fonction en
escalier sur [a, b] s’il existe une subdivision o = (ag, - , a,) de [a,b] telle que ¢ est constante sur chaque
intervalle |ag_1, ag|.

On note &([a, b]) I'ensemble des fonctions en escalier définies sur U'intervalle [a, b].

\ J

¢ Remarques
1. Si une fonction est en escalier la subdivision n’est pas unique, il y en a une infinité!
2. Une fonction ¢ : [a,b] — R est une fonction en escalier sur [a,b] 8l existe une subdivision ag,--- ,a, de [a,b]
telle que
VEk € [1,n], 3Nk € R, Vz €lag_1, ar], o(x) = A
Exemple 2

La fonction partie entiére est une fonction en escalier sur n’importe quel intervalle [a,b] de R.

Soient ¢ et ¢ deux fonctions en escalier sur intervalle [a, b] et soient X et p un réel. Alors | ¢ |, Ap + )
et ¢ x 1 sont des fonctions en escaliers.

1.2 Intégration des fonctions en escalier.

~ Définition 5. N

Soient a et b deux réels tels que a < b et ¢ une fonction en escalier sur [a, b]. En reprenant les notations de
la remarques précédente, on définit ’intégrale sur [a,b] de ¢ par :

b n
/ @(t) dt = Z Ak(ar — ag—1)

k=1




¢ Remarques
1. L’intégrale ne dépend pas des valeurs de f aux points de la subdivision.
2. Cette définition est consistante car le réel ZZ=1 Ai(ax — agp—1) ne dépend pas de la subdivision choise. En effet :
— L’intégrale est invariante si on ajoute un nombre fini de points & o = (ag,- - ,a,). Il suffit de le montrer
pour I'ajout d’un point. Si o/ = (2o, ", Tm—1,Ys Tm, - - , Ty alors :

)\1(501 - $0) R Am.—l(y - zm—l) + )\m—l(zm - y) + -+ )\n(xn - mn—l)

est égal &
)\l(xl - xO) + -+ )\m—l(qf'm - xm—l) + -+ )\n(xn - mn—l)
— L’intégrale ne dépend pas de la subdivision choisie.

Soient o et o’ deux subdivision adaptées & . D’aprés ce qui précéde, le calcul de / ¢ conduit au méme
[a,b]
résultat sur les subdivision o, o U ¢’ et donc sur o’.

3. Dans cette formule, la quantité A\p(ar — ax—1) est aire d’un rectangle élémentaire de hauterur \g. Cette aire
b

est comptée positivement si A > 0 et négativement sinon. Donc / o(t) dt correspond a aire algébrique de la
a
région délimitée par le graphe ¢ et ’axe des abscisses.

- )

Soient a, b et c trois réels tels que a < ¢ < b, ¢ et ¥ deux fonctions en escalier et A € R :

[ rovm=r [ ovuf v
[o=[ o+ [0
[z
fes[

\. J

1. Linéarité de l'intégrale :

2. Relation de Chasles

3. Positivité : si ¢ > 0

4. Croissance : si ¢ < 1

Démonstration: 1. Soit 0 = (ao,- - ,a,) une subdivision adaptée aux deux fonctions (qui s’obtient par exemple en mettant
en commun les points d’une subdivision adaptée & ¢ et d’une subdivision adaptée a ). Alors :

n

/ab(/\s@+m/1) = > e+ (W) (ar — ag—1)

k=1

/\;SD (a’ﬂ%"'ak) (ar — ar—1) + M;d) (‘”ﬁ%"”“ﬁ) (ar — ar-1)

/:(/\<p+u¢):/\/:<p+u/:w

2. Tout d’abord si ¢ est en escalier la restriction de ¢ aux intervalles [a, b] et [b, ¢] sont aussi en enscalier.
Soit ¢’ une subdivision adaptée a ¢ et soit o = ¢’ U {c} la subdivision qu’on écrit (ao,---an). Et soit p € [0,7n] tel que
ap = c alor (ag,- - ,ap) est une subdivision adaptée a la restricition de ¢ a [a, c] de méme pour (ap,:--- ,a.) avec ¢ |y
Pour tout i € [0,1 — 1], ¢ |ja;,a;,,[ €5t constante égale & A;. On a alors :

On a donc bien

n

b n P c b
/ L,O:Z/\i(az‘*ai—ﬂZZ)\i(aifai—l)+ Z )\i(ai*ai—l):/ <p+/ 12
@ i=1 i=1 a c

i=p+1

3. Comme ¢ est supposée positive alors avec les notations du (2) pour tout ¢ € [1,n], A\; > 0, par suite 'intégrale est positive.
4. 1 suffit d’appliquer (3) a la fonction ¢ — ¢ et d’utiliser la linéarité de I'intégrale.



1.3 Approximation des fonction continues par des fonctions en escalier

Soient f : [a,b] — R une fonction continue et ¢ > 0. Alors il existe une fonction en escalier 6 : [a,b] — R
telle que pour tout z € [a, b]

[f(z) = 0(z)] <e

La démonstration de ce théoréme est admise.

Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Pour tout € > 0 il existe deux fonctions en escalier ¢ et 9 telles
que
p<f<y et 0<Pp—p<e

2 Intégrale des fonctions continues sur un segment
2.1 Construction

Soient a et b deux réels avec a < b et une fonction continue f : [a,b] — R.
Les ensembles

b b
A={/ w(t)dt,wef([avb])ywéf} et B={/ w(t)dtﬂl)ef([a,b]),wzf}

sont des parties de R qui admettent respectivement une borne supérieure et une borne inférieure, égales
entre elles.

\. J

La démonstration est admise.

~ Définition 10. N\

Soient a et b deux réels tels que a < b.

Soit f : [a,b] — R une fonction continue. On appelle intégrale de f sur [a,b] le nombre réel noté f:f
défini par :

b
/ f=supA=infB

\. J

¢ Remarques.
1. Dans le cas d’une fonction en escalier, cette définition coincide avec celle donnée précédemment.
2. Cette définition permet de conserver la notion d’intégrale définie comme aire sous la courbe.

~— Définition 11. N\

Soient I un intervalle, f : I — R une fonction continue et (a,b) € I? tels que a < b. On définit :

/baf(t) dt:—/abf(t) dt.




e Remarque. L’aire est alors comptée négativement.

Définition 12 (Valeur moyenne d’une fonction continue sur un segment.).}

Soient a et b deux réels tels que a < b et f une fonction réelle continue sur [a,b]. On définit la valeur
moyenne sur [a,b] par la valeur ;1 fff

b
e Remarque : La valeur moyenne est la constante p qui vérifie / f= .

e Remarque. Cette notion généralise celle de la moyenne sur un nombre fini de reels.

2.2 Propriétés des intégrales de fonctions continues

_ )

Soient f et g deux fonction continues sur un intervalle I, (a,b) € I? et (\,v) € R?. Alors :

/ab(Aerug /f+u/

I r
J

Soient f : [a,b] — R continues et ¢ € [a, b].

/:f=/:f+/cbf

I r
J

Soient f,g: I — R deux fonctions continues sur un intervalles I et a, b € I.

b
1. fZOetaSb:>/ f(z) dz > 0.

b
2. f<geta<b:>/f dm</g(x)dx

/|f )| da

b
4. Sia<bet m< f <M entre a et b, alorsm(b—a)ﬁ/ f(z) de < M(b— a).

3. a<b= ) dz

\. J

Démonstration: 1. Puisque f > 0, alors ¢ = 0 est une fonction en escalier telle que ¢ < f. Par définition de 'intégrale de

f sur [a,b], on en déduit que
b b
/ f(z) dz 2/ p(z) dz =0

2. On applique la point précédent a la fonction h = g — f > 0 et par linéarité on obtient :

/h dx>0:>/ dx>/f

3. On a pour tout = € [a,b], —|f(z)| < f(z) < |f(z)|. D’ott par croissance et linéarité de I'intégrale :

_/ab|f(x)| dz < /ubf(x) dr < /ﬂblf($)| dx



Ainsi on obtient :

[ s arl < [ ae

Montrer que pour tout n € N,

Exemple 3

1 n
og/ T odr< 2

dx quand n tend vers 'infini.

n

1
En déduire la limite de / x
o 1+=x

_ )

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle I et (a,b) € I? tel que a < b. Si f est non nulle

b
alors/ ft) dt.

\ J

Démonstration: Si f est non nulle sur [a, b] alors il existe ¢ € [a,]] tel que f(c) > 0. D’aprés la définition de la continuité de
fencet avecsz%:
Ja<a<p<b Vreab, z€la,b]=|f(x)— flc)) <Le

Ainsi pour tout z € [a, 8] on a f(c) < f(

. En prenant 'intégrale, on en déduit donc que

Af(x)dccz/af(x)dxz/aesdx:(ﬂfa)s>0
~{Proposition 17.] ,

Soit f : [a,b] — R une fonction continue et positive.
b

Alors / f =0 si et seulement si f est nulle sur [a, b].

\ J

Démonstration: Si f est nulle son intégrale est nulle.
La réciproque est la contraposée de la proposition précédente.

e Remarque. Si f n’est pas supposée continue le résultat est faux : Par exemple f(xz) = 0 sur |0, 1[ et f(0) = f(1) =1
est positive, non nulle mais fol f=0.

2.3 DPassage a la limite et développement asymptotique

Les signes [ et lim ne commutent pas!
Si (fn)nen est une suite de fonctions continues sur un intervalle [a,b], on a, en général

ngg_aw/ fult dt#/ lim £, (1)

Meéme si les limites existent ! Pour calculer le premier terme on calcule directement 'intégrale puis on calcule la limite!
Exemple 4

Soit n € N* et f,, la fonction définie sur Ry par f,,(0) =0, f,,(t) =nsit €]0,L] et f,,(t) =0sit> L.

1 1
1. Calculer, pour tout n € N*, / fn(t) dt. Que peut-on en déduire concernant lim fn( ) de?
0

n—-+oo

n—-+oo

1
2. Soit t € [0, 1]. Jusitfier ’existence de lirf fn(t) et calculer cette limite. En déduire la valeur de / lim f,(¢)dt
n—-—+0oo 0

Exemple 5
x+1
Montrer que / e'n(t) dt ~ e“(e—1)In(z)

. n——+o0o




3 Calcul intégral

~{ Définition 18. N

Soit I un intervalle de R et f : I — K une fonction.
On dit qu’une fonction F' : I — K est une primitive de f sur [ si elle est dérivable sur [ et si :

Veel, F'(z)=f(x)

r
\

Exemples
L’application 2 — 22 est une primitive sur R de 'application z — 2x. De méme 'application z — 22 + 18 est une
primitive sur R de la méme application.

- )

Soit I un intervalle de R et soit f : I — K une application alors :

2

e i F' et G sont deux primitives de f il existe ¢ € K tel que :
Veel, F(x)=G(z)+c
e Si F' est une primitive de f sur I I’ensemble Py des primitives de f sur I est :

Pr={F+c, cek}

Soit f une fonction définie sur I admettant une primitive sur I, soit a € [ et a € K.
Il existe une unique primitive F de f sur I telle que F(a) = a.

\
_ )

Si f est une fonction continue sur un intervalle I et si zy est un élément de I, alors la fonction :

F: I —- R
xl—>/f

est une primitive de f. Plus particuliérement c’est la primitive de f qui s’annule en xzg.

\ J

Démonstration : La fonction F' est définie pour tout = € I car f est continue sur [xo, 2] ou [z, zo] (selon que x < zo ou = > xo).
Soit yo € I, montrons que F est dérivable et que F'(yo0) = f(yo)-

Soit € > 0.

Soit = € I\{yo} supposons que yo < T :

F(z) = F(yo) _
x—iyo_f(yo) = x—yo/ f(t) dt — f(yo)

= / () — f(yo) dt

T — Yo

D’ou, avec I'inégalité triangulaire (on a supposé que = > yo) :

F(z) - F(yo) _
T — Yo

ﬂmﬁs 10 - s @

Or f est continue en yo, donc :
Ja >0Vt €It —yo| <a=|f(t)— fly)l <e



Alors pour tout = € I\{yo}, |z — yo| < , on a, pour tout ¢ € [yo, x|, | f(z) — f(yo)| < € et en reportant :

F(z) = F(yo) L
‘ pra— —f(yo)‘éx_yo/yDEdt
On a donc :
LEETES R

Si z < yo la démonstration est similaire aprés avoir remarqué que

F(z) — F(yo 1 Yo
E@ =) _ iy = [ 10 ) a
T — Yo Yo — T J,
On a ainsi montré que lim Fz) = F(zo) = f(=o).
xT—rxT(Q Tr — X0
La fonction F est donc dérivable en xg et F'(x0) = f(z0). Puisque c’est vrai pour tout zo € I et que f est continue, on en déduit

finalement que F est de classe C' et que F' = f.
|

- )

Toute fonction continue sur un intervalle I admet des primitives sur cet intervalle.

' r
J

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, ] et F' une primitive de f sur [a,b]. Alors

b
/ £(t) dt = F(b) — F(a)

L’élément F(b) — F(a) est noté [F(z)]% et appelé variation de F de a a b.

Soient u et v deux fonctions de classe C! sur un segment [a,b]. On a

I r
J

Soient I et J deux intervalles de R d’interieurs non vides, f une fonction continue sur I & valeurs dans R
et o une donction de classe C! de J dans I. Alors :

»(B)

B
W(a, ) € I, / Flo(w))! (w) du = / S

,
\.




- )

Soit f : R — K une fonction continue.

1. si f est périodique de période T, alors pour tout (a,b) € R? :

[rwa=["soa [T wa=[" 0w

+T

a a
2. si f est une fonction paire, alors pour tout a € R : f@) dt = 2/ f(¢) dt
—a 0

a

3. si f est une fonction impaire, alors pour tout a € R : / f@t) dt =0.

—a

4 Formules de Taylor
4.1 Taylor-Young

_ )

Soit a € I. Soit n € N. Soit f : I — R une application de classe C™ sur I. Alors pour x € I,

") (g
fl@) =, kz . kg( )(37 —a)* +o((z - a)").

\ J

Démonstration: Démontrons ce résultat par récurrence.
Pour tout n € N on pose Pr(n) l'assertion :

” Qs n - f(k)(a’) k nY»
Si f € C"(I,R), alors f(x) = Z i (@ —a)" +o((x—a)")
k=0
Initialisation
Soit f une fonction continue. On a alors par définition
(z —a)® (0 0
f(@) = fla)+o(l) = ————f"(a) +o((z—a))

T—a T—a 0!

Ainsi Pr(0) est vraie.
Hérédité
Soit n € N supposons Pr(n) vraie.
Soit f € Cn+ 1(I,R). Par définition f est dérivable et f' € C*(I,R). On peut ainsi appliquer I’hypothése de récurrence a f’ on
a ainsi :
< (z — a)k (k+1) n
7wy = S @) o - a)")
k=0 ’

Ce qui donne en primitivant :

- r—a e 1 n+1 LAz —a k n+1
f@) 2, @)+ ﬁf”* (@) +ol(e — ™) = fla)+ > T B ) +of(@ - a) )
k=0 k=1

Ainsi si Pr(n) est vraie alors Pr(n + 1) est vraie.

Le principe de récurrence permet ainsi de conclure que la formule de Taylor-Young est vraie pour tout n € N.



4.2 Formule de Taylor avec reste intégral

Pour toute fonction f : [a,b] — K de classe C"™1, on a I’égalité :

n

—a b (p_ \n
f(b) = Z (b - )kf(k)<a) +/ (b—1) f("+1)(t) dt.

= a n!

\.

Démonstration: On montre par récurrence sur n € N la propriété Pr(n) :

- —a)* " (b—t)" n+1
“ Pour toute f € C"**([a,b],K), on a f(b) = Z%f( ) (a) +/ %f( (1) at”
k=0 @ ’
e Si f est de classe C', on a :
0 _ o)k b (1, 4\0 , b ,
St @ [ 0 ar=s@ 4 [0 ae= p@) + 70) - 5@ = 0

k=0

Ainsi Pr(0) est vraie.

e Soit n € N, supposons Pr(n) vraie.
Soit f € C""%([a,b],K). En particulier, f € C""*([a, ], K).
Par hypothése de récurrence, on a :

" h— )k bop_ p\n )
10 =3 @ [T e a

k=0

De plus les fonctions f™Y et ¢ — —% étant C' sur I, on a, par intégration par parties :
b n n+1 b b n+1
(b—1)" s(n+1) b—0)""" ety / O—=0)""" (nt2)
Hydt = |- | - - t) dt
AT A ORI F A ey A
b—a n+1 ” b b—t n+1 n
_ ((n +)1)! f( +1)(a)+/ ((n +)1)! f( *”(t) de.

On en déduit immédiatement que

sy = YAy O [POZ I o g

— k! (n+1)! (n+1)!
n+1 (k) a z _ \n+l
-3 f k!( )(bfa)k+/ (lzn -i)l; F () at

On a donc montrer que, pour tout n € N, si Pr(n) est vraie alors Pr(n + 1) est vraie.
Le principe de récurrence permet ansi de conclure.

Exemple 6

Montrer que, pour tout x € [0,7/2], x — %3 <sin(x) <z — %3 + %.

Pour toute fonction f : [a,b] — K de classe C"*!, on a I'inégalité :

n _ k _ n+1
f() - Z %f(k) (a)‘ < %Mnﬂ

ou My 1= Sup[a,b]|f("+1)|-

\.

Démonstration: On majore le reste de la formule de Taylor par I'inégalité triangulaire :

[ O e al< [ e L T R = 1n

n! a n a n! (n+1)!

10



5 Sommes de Riemann

~ Définition 30. N\

Soit f une fonction continue sur [a, b]. On définit les deux suites (S, ),>1 et (T5,),>1 pour tout n € N* par :

n n

n—1 n
S0 =203 flan) ot To=""23 flar)
k=0 k=1

—a
. autrement dit, pour tout k € [0,n] on a

ot les (ax)peqi,ny est la subdivision de [a, b] de pas

b—a
n

ar=a+k

Les suites S, et T;, sont appelées les sommes de Riemann associées a la fonction f.

\ J

e Remarques. Ces sommes sont les intégrales des fonctions en escalier ¢ et ¢ quivalent respectivement f(ay) et
flagsr) sur Jag, apq1f-

- )

Si f est une fonction continue sur [a,b]. Les sommes de Riemann (S,,)n>0 et (T3,)n>1 convergent vers :

/a b £(t) dt.

\ J

Démonstration: On fait la démonstration pour (Sn).>o0 et dans le cas ou f est lipschitzienne (ce qui est en particulier le cas
si f est de classe C' sur [a,b]). Nontons K la constante de lispschitz associée a f sur [a, b].
Soit n € Non a:

b n—1 a1 b—a n—1
[t@as-s,| = |5 [ s de- 20 Y s
@ k=0 " %k k=0
n—1 Qg1
- X [ @) - f) o
k=0 ok
= A1
< Z / f(z) — f(ar) dz par inégalité triangulaire
k=0’ ok
n—1 ap1
< Z/ |f(z) — f(ar)| dz par inégalité triangulaire (celle des intégrales)
k=0" %
n=l rapiy
< Z/ K|z — ak| dz car f est K-lipschitzienne
k=0 i"k
i a1
S K Z/ Ap+1 — Ak dx
k=0 ak
<

n—1
K Z(ak_H — ak)2
k—

=0
n—1
(b—a)?
< RS
(b—a)®

n

< K

N2
Comme enfin lim Ku

= 0, on obtient par théoréme d’encadrement
n—-+oo n

lim Sn:/bf(:r) dz

n——+oo

11



¢ Remarques

1. On reconnait la méthode des rectangles. En particulier, ce résultat signifie qu’une somme de Riemann constitue
une bonne approximation de l'intégrale pourvu que le pas soit petit.

2. La vitesse de convergnece de la somme de Riemann vers 'intégrale est en % On peut ameéliorer la précision en

utilisant la méthode des trapéze. On approche alors f: f par

Ro(f) = b ; a z_: flag) +2f(ak+1)
k=0

On obtient alors une approximation en %

Exemple 7

Montrer que les suites de terne générale :

n—1 k n—1 1 2n—1 kn
R":Zﬁ’ S, = e Tnzz:&n(n)

k=0 k=0 k=n

convergent. Et calculer leur limite.

6 Intégrale des fonctions continues a valeurs dans C

~{ Définition 32. N

Soit f : [a,b] — C une fonction continue.
On appelle intégrale de f sur [a,b] le nombre complexe défini par :

/abf=/:Re(f)+i/:Im(f)

\. J

- )

Soit f, g : [a,b] — C continue, c € [a,b] et (A, u) € C2.
b

b b
1. Linéarité:/()\f+ﬂg>:)\/ f—i—u/ g-

b c b
2. Relation de Chaslessia<c<b/ fz/ f+/ f.

[

\ J

3. <el |fl.

e Remarque Les propriétés liées a 'ordre n’ont plus de sens dans le cas complexe.

12



