Probléme 2 : Commutant d’un endomorphisme cyclique

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n € N* et v € Z(FE). On dit qu’un vecteur a de E est cyclique pour u si
(a,u(a),u?(a),...,u""1(a)) est une base de E.

On appelle alors cette base cycle de a. L’endomorphisme u est dit cyclique si il existe un vecteur cyclique pour wu.

Partie A. Exemples.

1. Dans cette question, E = R,[X] avec p =n — 1, et u: P+ P’ est 'endomorphisme de dérivation. Montrer que X7 est
cyclique.

2. Prouver que si u est cyclique, alors rg(u) > n — 1.
L’endomorphisme nul est-il cyclique 7

Partie B. Commutant d’un endomorphisme.

Dans cette partie, il n’est pas fait d’hypothéses sur u. Rappelons que .Z(F), muni de I’addition des applications linéaires et
de leur multiplication par un scalaire, est un espace vectoriel de dimension n2. On appelle commutant de I’endomorphisme u

I’ensemble
Cluy={ve ZE):vou=uov}.

1. Prouver que C(u) est un sous-espace vectoriel de .Z(F).

2. Prouver 'inclusion Vect(Idg,u,...,u"" 1) C C(u).

Partie C. Commutant d’un endomorphisme cyclique.

Dans cette partie, on suppose que u est cyclique et que a est un vecteur cyclique pour w. Soit v € C(u). On décompose v(a)
sur le cycle de a :

n—1
Mag,...,an—1) € K" 1 v(a) = Z ajul (a).
j=0

n—1
1. Prouver que v = ) «;u’ en prouvant que ces applications coincident sur une base. Quelle inclusion vient-on d’établir ?
Jj=0

2. Calculer dim(C(u)).

Corrigé
Partie A. Exemples.

1. On a
w(XP) =pXP WwA(XP) =p(p—1)XP72, L uTHXP) = (XP)W) = pIXO.

On a donc que (Xp,u(Xp), e ,u"’l(Xp) est une famille de polyndémes non nuls de degrés échelonnés. Elle est donc
libre. De plus, son cardinal n est égal & p+ 1 = dim R, [X]. C’est donc une base de R,[X] ce qui prouve que X? est bien
cyclique pour u.

2. Par, définition, si u est cyclique alors il existe a € E tel que

(a,u(a),... ,u”_l(a))

La famille (u(a),...,u" *(a)) est libre comme sous-famille d’une famille libre et tous ses vecteurs sont dans Im(u) : ceci
oblige Im(u) a étre de dimension au moins n—1 : rg(u) > n—1.

L’endomorphisme nul est a une image de dimension 0. S’il est cyclique, on vient de montrer que 0 > n — 1, c¢’est-a-dire
n < 1. L’endomorphisme nul n’est donc pas cyclique dés que la dimension de ’espace excéde 2. En revanche, si n = 1,
alors pour a # Og, (a) est un cycle pour ’endomorphisme nul.

Partie B. Commutant d’un endomorphisme.



1. L’endomorphisme nul commute avec u. De plus, si on prend deux endomorphismes v et w qui commutent avec u, et
deux scalaires A\, u € K, on a

wo (M~ pw) =Auov+ puow = Avou+ pwou= (Av+ pw) o u,
ce qui montre que C(u) est stable par combinaison linéaire.

2. Soit 0<k<n—1.0Onauvou=uv" =your (u commute avec tous ses itérés). Ainsi,

n

Idg,u,u?,...u" ! appartiennent a C(u).

Or, Vect(Idg, u, . . . ,u™ 1) est le plus petit sous-espace vectoriel de .Z(E) au sens de I'inclusion qui contienne Idg, u, u?, ... u" 1.
On en déduit
Vect(Idg, u,...,u" ") C C(u).

Partie C. Commutant d’un endomorphisme cyclique.

1. On va prouver ’égalité de ces applications sur la base (a,u(a),u?(a),...,u" 1(a)). Soit 0 < k < n—1.
n—1
v(wh(a)) = u*(v(a)) = u* | Y ajui(a)
7=0
n—1
— k(,j
=D aju(u(a))
3=0
n—1

Jj=0
n—1 .
Les endomorphismes v et Y a;u’ sont égaux sur une base donc égaux. On vient d’établir I'inclusion
=0

C(u) C Vect(Idg,u,...,u"" ).
2. Combinons le résultat de la derniére question avec celui de la partie B : on obtient
C(u) = Vect(Idg, u, ..., u""1).
La famille (Idg,u,...,u" 1) engendre donc C(u). Montrons qu’elle est libre. Soient Mg, ...,A\,_1 € K. Supposons que
Moldg + Mu—+ .4+ A =0g.

Evaluons en a. On obtient
Aoa + /\1u(a) + ...+ /\n_lunfl(a) = Og(E)

Or, la famille (a,u(a),...,u™ 1(a)) est libre car c’est une base, donc \g = \; = ... = \,_1 = 0, CQFD.
Ceci achéve de prouver que (Idg,u,...,u" 1) est une base de C(u) qui est donc de dimension n.



