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Applications linéaires et matrices
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Dans tout ce chapitre E et F' désignent des K-espaces vectoriels de dimension finie non nulles.

1 Matrices d’une application linéaire

1.1 Matrice d’une famille de vecteurs dans une base

Soit B = (b1,...,b,) une base de E. Alors, pour tout vecteur = de E, il existe un unique (z1,...,2,) € K" tel que
n
T = Z 2rby. Les scalaires x1, ..., x, sont les coordonnées (ou : composantes) de x dans la base B.
k=1

~ Définition 1. \

Ho]

T2
On appelle matrice du vecteur = dans la base B la matrice colonne Matz(z) =

Ln
Ainsi Matg(z) € My, 1(K).

e Remarque : On utilisera souvent le léger abus consistant & identifier les vecteurs colonnes avec les vecteurs lignes.

Exemple 1

1. Prenons E = R3. Soit By = (e1,ez,e3) la base canonique de R3. Posons by = (1,1,1), by = (1,0,1), b3 =
(0,1,1). Notons B = (b1, bo, b3). La famille B est une base de E.
Soit v = (3,0, 2). Déterminer les matrices Matg, (v) et Matp(v).
Posons B’ = (by, bs, b2). C’est aussi une base de R3. Que vaut Matp: (v) ?

2. Prenons E = R3[X]. Posons By = (1, X, X2, X3) et By = (1, X — 1,(X — 1), (X — 1)3). On sait que By est
une base de R3[X]. Montrer que B; est aussi une base de R3[X].
Soit P = X3 — 3X? + 3X — 1. Déterminer Matp, (P) et Matg, (P).
Méme question avec le polynéme P = 2X3 — X? —4X + 3. Question bonus : soit A € R3[X]. Comment fait-on
pour voir sur la matrice Matg, (A) si le scalaire 1 est racine de A? si le scalaire 1 est racine double de A7




- )

L’application ¢ définie par :
¢) . E — Mn,l (K)
"1 * — Matg(z)

est un isomorphisme d’espace vectoriel. En particulier ¢ est linéaire et pour tout x,y € E et pour tout
AeKona:
Matg(A\x + y) = AMatg(z) + Matg(y)

Démonstration : Avec les notations de I’énoncé montrons que ¢ est linéaire.
Soient (x,7y) € E* et A € K, on note (x1,...,%) et (y1,...,yn) les coordonnées de respectivement z et y dans E. Un calcul

rapide montre que
n

Ar+y = Z()\Jh + yi)bs

i=1

Ainsi les coorodonnées de Az + y dans B sont (Az1 + y1,- - , A@n + yn). On a donc bien
Matg(Az + y) = AMatg(z) + Mats(y)

L’application ¢ est bien linéaire.
Montrons que c’est un isomorphisme.
Montrons tout d’abord qu’elle est injective.
Soit x € ker ¢. On a alors
0

Matg(z) = | :
0
les coorodonnées de z sont nuls il est donc nul. Ainsi ker ¢ = {0g} I’application est donc injective.
Notons alors que dim E = n = dim M, 1 (K). Ainsi d’apres le théoréme du rang ¢ est aussi surjective.

‘ ¢ est donc un isomorphisme

e Remarque Soit z € E. Notons (z1,...,2,) € Kles coordonnées de = dans la base B : on a donc = z1b1+- - -+, b,,.

Soit B’ = (b,...,b),) une autre base de E. Puisque x = x1b1 + - - - + x,b,, on a aussi

Matg () = z1Matg: (b1) + - - - + z,Matg: (by,).

Ainsi la connaissance des n matrices Matg (b1), ..., Matg: (b,) permet de trouver les matrices, dans la base B’, des
autres vecteurs de E. D’ou 'intérét de considérer la matrice d’une famille de vecteurs.

Soit B = (by,...,b,) une base de F.

Soit ¢ € N*. Soit (v1,...,v,) une famille de vecteurs de E. Pour chaque j € [1,¢], Matg(v;) est une matrice colonne
(& n lignes) Pour constituer la matrice de la famille (vq,...,v4), on se contente de mettre cote & cote les ¢ colonnes
correspondant aux ¢ vecteurs vy, ..., v, (en respectant l'ordre des vecteurs dans la famille) : cela donne la définition
suivante, ol ’on conserve ces notations.



~ Définition 3. N

alj

az; . n
Notons, pour j € [1,q], Matg(v;) = X, = | . (e v; = Zaijbi).
' (=il

CLnj
La matrice de la famille (vy,...,v,) dans la base B est la matrice notée Matg(v1, ... ,v,), définie par

Matg(vi,...,v9) = (X1 | X2 | ... | Xy)
MatB(vh 0oo ,Uq) = (aZ])lngn
1<j<q

C’est une matrice & n lignes et ¢ colonnes.

Exemple 2

1. Dans 'exemple 1 du paragraphe précédent, on avait travaillé avec une base B = (by, ba, b3) de R3. Posons

vy = by + 2by + 3bs
Vo2 = 4b1 + 562 + 6b3
vy = 7b1 — b2 — bg
vy = —2b1+ b3

Vs = —5b2 — 7b3

Alors
14 -1 -2 0
Matlg(v1702,03,1}4,1}5) =12 5 -1 0 -5
3 6 -1 1 =7

2. Pour a € R, on note P, = (X + a)?. Donner la matrice de la famille (P_1, Py, P;, P) dans la base canonique
(1,X,X?) de Ry[X].

,—{Déﬁnition 4 (Cas particulier).w

J )
Avec les notations de la définition, supposons que g = n et que la famille (vy,...,v,) soit une base de E.
Notons B’ = (v1,...,vn).
La matrice Matg(vy, . ..,v,) = Matg(B’) est appelée matrice de passage de la base B a la base B’ et

on la note Pg .




1.2 DMatrice d’une application linéaire dans des bases

Soient F
n # 0.

et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie. Notons p = dim E et n = dim F'. On suppose que p # 0 et

Soit Bg = (b1, ...,bp) une base de E. Soit Br = (f1, ..., ,) une base de F.

On

Ce

\.

~ Définition 5. N
Soit w € L(E, F).

la famille de vecteurs (u(by),...,u(by)). On la note Matg, g, (u) :

appelle matrice de u relativement aux bases By et Bp la matrice, relativement a la base Br, de

Matg, 5, (u) = Matg, (u(b1), ..., u(by)).

st une matrice & n = dim(F’) lignes, et p = dim(E) colonnes.

Exemple 3

1.

On reprend 'exemple des paragraphes précédents. On travaillait dans R3, avec la base canonique By =
(e1,e2,€3), et une base B = (by,bs,b3), avec by = e1 + ea + €3, ba = e1 + €3, bg = e3 + e3.
Soit
U : R3 — R?
(z,y,2) —> (2;1:+y+z, fxfyfz) ’
Notons B = (e}, ¢5) la base canonique sur R?. Posons aussi 81 = (4, —1) € R? et 3> = (1,0) € R2. 1l est facile
de vérifier que la famille B’ = (31, B2) est une base de R? (exercice). Déterminer les matrices suivantes :

Matg; 5,(u), Matp p,(u), Matg s(u), Mats g(u).

Déterminer également Matp, g(Idgs) et Matg s, (Idgs).

Déterminer la matrice dans les bases canoniques de ’application :

P - P

On travaille dans R3[X]. On note By la base canonique de R3[X], et B; = (1, X —1,(X —1)2,(X — 1)3) qui
est aussi une base de R3[X] (exercice). Considérons I’application linéaire

u: R3[X] — R
P — P(1)°

L’espace d’arrivée est R. On le munit de la base B = (1) (c’est la base canonique du R-espace vectoriel R).
Déterminer Matg, 5, (u) et Matg, 5, (u).

e Remarque. La matrice (dans des bases données) d’une forme linéaire est une matrice ligne.

Depuis le chapitre sur les matrices nous nommons la matrice diagonale dont les éléments de la diagonale sont des
1 matrice identité. Cette terminologie parait a priori assez étrange étant donné que l’identité est un terme issu des
applications. La proposition suivante va (enfin!) éclairer cet usage.

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*.

La

matrice de I'identité dans une base de E est la matrice identité.

Plus généralement, pour toute base B de E et tout A € K, Mat(Aldg) = AI,.

Attention!

La matri

ce de Idg dans un couple de bases (B’, B) avec B # B’ n’est pas la matrice identité!
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Soit E un espace vectoriel de dimension finie n € N*.

Soient F' et G deux sous-espaces supplémentaires de E de dimension respective r et n — r.
Soit B est une base de E adaptée a la décomposition & = F & G.

La matrice de la projection p de FE sur F' paralléelement & G est la matrice :

I’I’T‘ O’I"’I’L*T
S

n—r,r On—r,n—r

La matrice de la symétrie s par rapport & F' parallélement & G est la matrice :

M) = (y1r 0o )

n—r,r _In—r,n—r

\. J

e Pour la suite du paragraphe, on note ¢z, 5, 1’application

¥PBr,Bg * ‘C(E’F) — M”,P(K)
u +—— Matp, g, (u)

- )

Pour tous u,v € L(E, F), et tout A € K2, on a :

Matg, B, (Au+v) = X - Matg, g, (u) + -Matg, 5, (V).

Autrement dit, pg, 5, est linéaire.

\. J

Démonstration: Fixons j un entier entre 1 et p. Par définition, la j-iéme colonne de Matg,. 5, (Au + v) est :
Mats, (Au+0)(b;) = AMats, (u(b;)) + Mats, (v(b,))

Cette égalité est donnée par la proposition 2. La derniére matrice est la jiéme colonne de la matrice AMatg,, (u) + Matg,, (v).
Les matrices étant égales colonne par colonne, elles sont égales tout court ! |

e Remarque. A toute application linéaire de E dans F' on sait associer une matrice, relativement a des bases Bg et
Br. Ces deux bases étant fixées, deux questions se posent, :

— Plusieurs applications linéaires peuvent-elles donner la méme matrice (i.e. lapplication ¢g, g, est-elle non-
injective) ? On va voir que la réponse est non.

— Toute matrice (& n lignes et p colonnes) correspond-elle & une application linéaire (i.e. pp, 5, est-elle surjective) ?
On va voir que la réponse est oui.

- )

Pour toute matrice M € M, ,(K), il existe une unique application linéaire u € L(E,F) telle que
M = Matg,. B, (u)

Autrement dit, ¢5,. 5, est un isomorphisme.
Ainsi L(E, F) et M,, ,(K) sont isomorphes.

\ J

Démonstration : Soit M = (mi ;) j)e[1,n]x[1,p] UD€ matrice de taille n X p & coefficient dans K.
Pour tout j € [1,p] on note f; le vecteur de F' :

n
fi =Y mi;Bi
i=1



On sait alors qu’il existe une unique application linéaire u € L(FE, F) vérifiant :
Vi € [1,p], ulb;) = f;

et donc vérifiant :
Mats., 55 (u) =M.

Ainsi la matrice M admet un unique antécédent par I’application ¢gs,., 5. L’application @5, 5, est donc un isomorphisme. |

Remarque On retrouve que dim Lx(F, F) = dim E X dim F.

e Notation. Quand E = F et Bg = Bp, on note, pour u € L(E), Matg, (u) la matrice Matg,, g, ().

1.3 Interprétation du produit matriciel
1.3.1 Image d’un vecteur par une application linéaire

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie. Notons p = dim F et n = dim F'. On suppose que p # 0 et

n # 0.
Soit Bg = (b1,...,bp) une base de E. Soit By = (f1, ..., 8s) une base de F'.

- )

Soit u € L(E, F). Soit z € E. Posons y = u(z).
Notons A = Matg,. g, (u), X = Matp,(x) et Y = Matp, (y). Alors puisque y = u(x),

Y = AX.
C’est a dire, en développant les notations :

Matg, (u(z)) = Matg, 5, (u)Matg, ().

Démonstration : En plus des notations du pargraphe nous notons :

T Y1
X = MatBE (ib) = ) Y= MatBF (y) = ) A= MatBFaBE (u) = (ai,j)iéi%n
SIsp

Tp Yn

Avec les notations du paragraphe, nous voulons démontrer que
Y =AX

Notons tout d’abord que le produit est bien défini et que les matrices Y et AX ont méme taille.
Montrons maintenant que les coordonnées de I'image u(z) dans la base Br s’obtiennent & ’aide d’un produit matriciel. Puisque

P
T = Z x;bj, on obtient par linéarité :
j=1

p P n P n n P
u() = zulb) => x; (Z amﬂi) => > aziBi=> ( ai,j$j> Bi
j=1 j=1 i=1 Jj=1

j=1i=1 i=1

En particulier si nous fixons i € [1,n], la coordonnée de u(z) sur §; a été notée y;. On vient donc d’obtenir

P

p
Y; = Zai,jxj c’est a dire [Y]l‘,l = Z[A]i’j[X]j’l = [AX]iJ.
=

j=1

Ceci achéve de démontrer Y = AX. [ |



Soit uw € L(E, F). Soit £ € N*. Soit (wy, ...

Matg,, (u(wl), R u(wg)) = Matpg,. B, (u)Matg, (wy, ...

,wy) une famille de vecteurs de E. Alors

,’U)[).

1.3.2 Composition des applications linéaires

Soit (m,n,p) € (N*)3. Soient E, F,G trois K-espaces vectoriels tels que dim E = p, dim F' = n, et dim G = m.

Soient Bg = (b, ...

Alors

c’est & dire

\.

Soit u € L(E, F). Soit v € L(F,G). Notons A = Matg, 5, (u), A’ = Matg, 5. (v), et A” = Matg, 5, (vou).

,by) une base de E, Br une base de F, et B une base de G.

MatBG;BE (U © u) = MatBGyBF (U)MatBF;BE (u)

A" = A'A,

Démonstration: En utilisant la définition de la matrice de v o u dans les bases Br et Bg, on a

Math,BE (’U o u)

Matgg (vou(br),...,vou(by))

Matg,, (’U (u(br)), ..., U(U(bp)))

Matsg 5, (v)Matg, (u(b), ..., u(bp)),

la derniére égalité étant due au corollaire 12. Or par définition de Matg, 5, (u),

Mats,. (u(b1), ceey u(bp)) = Mats, 5, (u),

donc finalement

\

Soient E et F deux K-espace vectoriels de méme dimension finie non nulle et u € L(E, F)).
Soient B et C des bases respectivement de E et F. Notons A = Matc g(u). Alors

Math,BE (1} o u) = Math,Bp (’U)MatBF,BE (u)

u est bijective ssi A est inversible

Démonstration: On considére les mémes notations que dans ’énoncé.

Montrons cette équivalence par double implication.
e Supposons que u soit bijective alors elle admet une application réciproque. On a alors v~

alors :

e Supposons que A soit inversible et montrons que u admet une application réciproque.

1

ou=1idg et uou ' =idr. On a

Math(u_l)Matcg(u) = Matg g(idg) = I, et Matcs(u)Math(u_l) = Matc,c(idr) = I,

La matrice A est donc inversible d’inverse Matc,5(u™").

D’aprés la proposition 9 'application ¢¢ s définie par :

est un isomorphisme, il existe donc une unique application linéaire v € L(F, E) telle que

¥B,c

L(F,E) — Mya(K)
u +— Matgc(u)

Matg,c (’U) =A!



On a alors :
I, = AA"! = Mate,z(u)Mats,c(v) = Mate,c(u o v)

Ainsi comme I,, = Matc,¢(idr) et comme ¢c ¢ est un isomorhisme.
uov =1idp

On procéde alors de la méme fagon pour montrer que v o u = idg. L’application u admet donc une application réciproque. Elle
est donc bijective. |

Exemple 4

Considérons la matrice

1. Déterminer l’endormphisme ¢ de K,,[X] dont la matrice dans la base canonique est M.

2. En déduire que M est inversible et déterminer M 1.

Supposons que E soit de dimension n soit B une base de E et soit (ug, -+ ,u,) € E™ une famille d’éléments

de F.

La matrice Matg(uq, -+ ,u,) est inversible si et seulement si (ug,- - ,u,) est une base de E.
Démonstration: Avec les notations de I’énoncé notons B = (e1, -+ ,en) et u endomorphisme vérifiant

VEk € [1,n],u(e:) = ug

On a alors Matg(u1, - - ,un) = Matg(u) d’ou
Matg(u1, - ,u,) est inversible < Matg(u) est inversible
& w est bijectif
< (u(e1), -+ ,u(en)) = (u1,--- ,un) est une base de E. ]

1.4 Changement de bases

Définition 15.

Soient B et B’ deux bases de E, on appelle matrice de passage de B & B’ et on note P p la matrice
Matg(B').

¢ Remarque :
Nous verrons plus loin que cette terminologie pose probléme!

Exemple 5

On reprend 'exemple 1 du paragraphe précédent. On avait B = (b1, ba,b3), avec by = e1 + es + e3, bo = €1 + €3,
bs = es + e3. Déterminer la matrice de passage de By & B.
Remarquons que e; = by — b3, ea = by — ba, e3 = by + bg — by. Déterminer la matrice de passage de B a By.




—{Proposition 16.} ~
Supposons que E soit de dimension n € N*. Soient B et B’ deux bases de E.

1. Pgp = Matg p (idg).

2. Pgp =1I,.

3. Pg est inversible et (Pgp/)~! = Py 5.

Démonstration: 1. Notons B = (e}, - ,e,). Par définition

Matg g/ (idg) = Matg(idr(e)), - - ,idg(e;,)) = Matg(el, -+, e,) = Matg(B') = Ps 5.

Pi,p = Matg,g(ide)
Et d’aprés la proposition 6 il s’agit de la matrice identité.

3. On a
P g Pp g = Matgz,g(idE)Mat&B/(idE) = Matg/ (ZdE) =1,

Ainsi Pgs g est bien inversible et son inverse est Pp/ 3.

- )

Soient B et B’ deux bases de E et € E. Notons que P = Pg /, X la matrice des coordonnées de = dans
B et X’ la matrice des coordonnées de z dans B’. On a

X =PX’

Démonstration: On a :
PX' = Matgp (idp)Matg () = Matg(ide(z)) = Matg(z) = X

e Remarque : La dénomination matrice de passage de B & B’ est problématique puisque dans les faits elle nous permet
de calculer les coordonnées des vecteurs dans la base B a l'aide des coordonnées dans la base B’, on passe donc des
coordonnées dans B’ aux coordonnées dans B!

- )

Supposons que E et F soient de dimension non nulles respective p et n. Soient Bg et B, deux bases de E,
C et C' deux bases de F et u € L(E, F).
Notons P = Pgp, Q = Fecr, A= Matg’c(u) et A/ = Matlg/’c/(u), on a:

A =Q AP

Démonstration : Considérons le diagramme suivant :

On a alors les égaliteés :
MatC/’Bz (u) = Ma,tc/’C (idE)Matc,B(u)MatB’B/ (’LdE)



Avec les notations de I'énoncé on retrouve bien 1'égalité :

A'=Q7 AP

Exemple 6
On pose v; = (1,0,0), va = (1,1,0), v3 = (1,2,3), F = Vect(vy,v3), G = Vect(vs).
1. Montrer que B = (v, v, v3) est une base de R3.

On pose alors F' = Vect(vy,v2), G = Vect(vs), de soirte que R® = F @ G.
Soit s la symétrie par rapport & F' parallétement a G.

2. Déterminer la matrice Matp(s).
3. Calculer la matrice de s dans la base canonique.

4. En déduire ’expression de s.

Exemple 7
On considére I’endomorphisme de R? défini par :
' R3 — R3
(x,y,2) —~ 10z —y— 2z, —6x+4 9y —3z,—2z —y+ 112)
et on note B la base canonique de R3.
1. Déterminer la matrice A = Matp(u).

2. Montrer que la famille C = ((1,3,1),(1,0,—2),(0,1,—1)) est une base de R3. Détermoner B = Matc (u).
3. Calculer A™ pour tout n € N.

Correction.
10 -1 -1
1. On a directement A= | -6 9 -3
-2 -1 11
2. Notons P = Matp(C). On a :
1 1 0
P=13 0 1
1 -2 -1

En appliquant I'algorithme de Gauss on obtient que P est inversible et que :

/3 1/6 1/6
Pt=1[2/3 -1/6 -1/6
-1 1/2 -1/2

Ainsi la famille C est bien une base de R3.
On utilise la formule de changement de base : B = P~ AP. Ainsi, aprés calcul, on obtient :

6 0 O
B=P1'AP=(0 12 0
0 0 12
6" 0 0
3. La matrice B étant diagonale, on obtient B* = | 0 12" 0 | puis, par récurrence, A" = PB"P~!. Aprés
0 0o 12n

calcul, on en déduit :
(2.6™ +4.127) (6" —12") (6" —12")
A" =~ 6(6™—12") 3(6™ —12") 3(6™ —12")
2(6™ — 12™) (6™ —12™) (6™ —5.12™)

10



2 Définitions importées des applications linéaires vers les matrices

2.1 Application linéaire canoniquement associée a une matrice

Soit A € M,, ,(K). On appelle application linéaire canoniquement associée a A I’application :

f{ Mpi(K) — My 1(K)
’ X — AX

L’application f est linéaire et sa matrice dans les bases canoniques de M, 1(K) et M,, 1(K) n’est autre
que A.

Lorsque A est carrée, f est appelée endomorphisme canoniquement associée a A.

\

Démonstration: Notons B, = (E1, E2,- -+, Ep) la base canonique de M, 1(K) et B, = (E1,- -, E},) celle de My, 1(K).
0

Soit j € [1,p]. Ona E; = | 1 |, dou f(E;) = AE; = C; ot Cj est la j-iéme colonne de A.

0
Ainsi, Matg, (f(E;)) = Cj. On a donc Matg,, 5,(f) = (Cl Cy - C,,) = A.
Exemple 8

. e e . . . 2 1
1. Soit f ’application linéaire canoniquement associée & la matrice A = (O —01 3).

Calculer f(1,2,3) et f(—1,3,2).

Pourquoi n’avons nous besoin d’aucun calcul pour donner f(1,0,0), f(0,1,0) et

(0,0,1)?

/
1
0] € M3(R). Décrire l'effet
0

_ 0 O 4

0
2. Soit g ’endomorphisme de R canoniquement associé & la matrice B = | 1
0

de g sur la base canonique de R3.

2.2 Noyau, image et rang d’une matrice

~ Définition 20. N

Soit A € M,, ,(K), us 'application linéaire canoniquement associée a A.

e On appelle noyau de A et on note ker A le noyau de u 4.
e On appelle image de A et on note ImA 'image de u 4.

e On appelle rang de A et on note rgA la dimension de Im(A).

11



Soit A € My, (K). On a
[ )

kerA={X€eM,,:AX =0,,1}
e SiCy,---,C) sont les colonnes de la matrice A.

Im(A) = Vect(Cq,---,Cp)

\.

Soit A € Mat,, ,(K).

e Par définition, une colonne X de M, 1(K) est dans le noyau si et seulement si AX = 0, ;. On sait
résoudre un tel systéme homogeéne (pivot de Gauss) et en trouver une base.

e Par définition, Im(A) est engendré par les colonnes de A. On saura extraire une base de cette famille
génératrice.

Exemple 9

Donner pour ces deux matrices une base de leur noyau et une base de leur image.

11 1 2 0 2
J=111 1|, A=[1 2 3
11 1 1 -1 0

Soit A € M, ,(K).
— 1g(A4) < min(n, p).

— Théoréme du rang :
p = dim ker A) +rg(A)
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Soit A € M,, ,(K), de colonnes C4, - - ,C),. Notons uy I’application linéaire canoniquement associée.
Supposons qu’on a su extraire de la famille des collones une base de Im(A).

On connait alors rg(A) et le théoréme du rang nous offre ‘dimker(uA) =p—rg(ua) ‘ Pour don-

ner une base de ker A = ker(u,), il suffit donc de trouver le bon nombre de vecteurs dans le noyau (et de
s’assurer qu’on a une famille libre).

Pour trouver de tels vecteurs, on tache de faire des combinaisons linéaires nulles de collones,

ce qui est parfois simple en exploitant certaines symétrie dans la matrice. Supponsons qu’on ait une
combinaison linéaire nulle des colonnes :
P
E OéjCj = On,l
Jj=1

En notant (e1,--- ,ep) la base canonique de K?, on a :

P P p
Zaif(ej) = Ogn, ie. f Zajej = Ogn soit Zajej € ker A.
j=1

Jj=1 Jj=1

\ J

Exemple 10

Donner pour ces deux matrices une base de leur noyau et une base de leur image.

1 11 2 0 2
J=|111), A=1|1 2 3
1 11 1 -1 0

Soit A € M,,(K). On a les équivalences suivantes :

A inversible <= ker(4) = {0} <= Im(4)=M,1(K) <= 1g(4)=n

2.3 Calcul du rang

Soient A € M,, ,(K) et B € M, ,(K) , pour P € GL,(K) et Q € GI,,(K).
1. rg(AB) < min(rg(A),rg(B)).
2. 1g(QA) = rg(A) = 1g(AP).
3. Si A~; Bou A ~¢ B, alors rg(A) = rg(B).

Ainsi le rang d’une matrice est invariant lorque ’on effectue des opérations élémentaires sur les lignes et
les colonnes.

\. J

Démonstration : Notons u, u’, v et w les applications linéaires canoniquement associées a A, B P et Q. Notons B,, B, et By
les bases canoniques de K?, K™ et K9,

1. On a alors AB = Matg, s, (u)Mats,s,(v) = Matg, 5,(u o u’) or on a vu au chapitre précédente que rg(u o u') <
min(rg(u),rg(u’)). Par définition du rang d’une matrice on a bien le résultat attendu.

2. De méme AP = Matg,, 5,(u)Matg, (v) = Matg, 5,(u o v). Ainsi, u o v est canoniquement associée & AP. Comme P et Q
sont inversible v et w sont des isomorphismes. On a alors vu dans le chapitre précédent que rg(u o v) = rg(u) = rg(u o w),
donc rg(AP) =rg(A) = rg(QA).

3. Si A ~, B (resp. A ~¢ B) il existe E (resp. F) un produit d’opérations élémentaires telle que B = EA (resp B=AF).
Comme F (resp F) est inversible, on obtient rg(B) = rg(A).
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VA € M, (K), A estinversible < A est inversible & gauche < A est inversible a droite

Démonstration: Supposons que A soit inversible a gauche, c’est a dire qu’il existe B € M, (K) telle que BA = I,,. D’aprés le
résultat précédent :

rg(BA) <rg(A) <n

Mais BA = I, et rg(I,) = n d’ou rg(A) = n. Ainsi d’aprés la proposition 23 A est inversible.
On procéde par un raisonnement similaire pour montrer que si A est inversible a droite alors elle est inversible.

Soit A € M,, ,(K). Le rang de A est le nombre de pivots non nuls dans I'unique matrice R réduite échelonnée
par lignes telle que A ~, R.

Démonstration: Par la proposition précédente, on a rg(A) = rg(R). Notons r le nombre de pivots non nuls dans R =
(0i5) (.)€t mI x[1,p]- On @& :

Par permutations des colonnes de R on obtient la matrice :

Puis en annulant les coefficients des colonnes de R, on obtient la matrice :

Ainsi R ~¢ Jr et on arg(A) =rg(R) =rg(Jy) =7

Remarque.
Le rang d’une matrice A est donc le rang du systéme linéaire homogéne associé a A.
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Notation.
Soient (n,p) € N*, 0 <r < min(n,p). On définit la matrice J, € M, ,(K) par

I 0 p
Jr — T rp—T
(On—r,r On—r,p—r)

On arg(J,)=r.

Soit A € M,, ,(K) et 0 < r < min(n,p). Alors on a :

rg(A) =r <= A est équivalente & J,

Exemple 11
1 0 O
Calculer le rang et l'inverse s’il existe de A= | 4 -3 -2
-4 4 2

Soit A € M,, ,(K), alors rg(A) = rg(AT).

Démonstration: D’aprés la proposition précédente, il existe P € GI»(K), Q € Gin(K) tels que A = QJ-P. En prenant la
transposée, on obtient AT = PTJFQT. Or PT € GI,(K) et Q7 € Gl,(K), et donc A” est équivalente 3 J. = ( I Onn—r >

Op—r,r Op—r,n—r
Par la proposition précédente, on a donc rg(A”) = rg(JF)) = r. [ ]
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