Lycée Condorcet 3 avril 2025
PCSI

DS9 mathématiques
Exercices et Problémes

4 heures

Exercices

Exercice 1.
Montrer que ’ensembel

{f:R=Rf(0=f(1)}

est un sous-espace vectoriel de RE.

Exercice 2.

Soit E = R3. Soient les ensembles F = {(z,y,2) ER3 : 2 +y + 2 =0} et G = Vect((1,1,1)).
1. Justifier que F' et G sont des sous-espaces vectoriels de F.
2. Démontrer que £ = F & G.

Exercice 3.
Soit E' ’ensemble des suites convergentes et F' celui des suites réelles de limite nulle.

1. Démontrer que E est un sous-espace vectoriel de CN. On admettra que de la méme facon, F' est un sous-espace
vectoriel de F.

2. Soit ¢ la suite constante égale & 1. Prouver que

E = F @& Vect(c).

Exercice 4.
Soient les quatre vecteurs de R*

uy = (1,2,3,0) up = (1,1,1,1), us=(1,0,1,0), wug=(1,1,3,—1).

1. Quel est le rang de (w1, uz2,us,uq)?

2. Compléter la famille (u1, us,u3) en une base de R*.
En déduire un supplémentaire de F' = Vect(uq, us, us, us) dans R4,



Probléme 1

On étudie dans cet exercice deux sous-espaces vectoriels de M;(R). On fixe les notations suivantes pour

la base canonique de M>(R) :

1 0 0 1 0 0 0 0
O (I B WO I\ R L R ()

On note F' I’ensemble des matrices de M5(R) dont la trace est nulle.
On note G ’ensemble des matrices qui commutent avec toutes les autres, c’est-a-dire

G ={Ae M(R):VM € My(R) AM = MA}.

1. Etude de F. Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de M(R) et déterminer sa dimension.
2. Etude de G.

(a) Démontrer que G est un sous-espace vectoriel de M;(R). Justifier qu’il n’est pas réduit a

{0, ) -
(b) Soit A € M3(R). Montrer que A appartient a G si et seulement si

V(i,j) € {1,2}* AE;; = E; jA.

t
si cette matrice appartient a G ?

(c) Soit A = (j y) Calculer AFE; ; et E; ;A pour les quatre couples (i, j) possibles. Que dire de A

(d) En déduire que que G est une droite vectorielle.
3. My(R) = F & G.

(a) En utilisant un argument de dimension, prouver que F et G sont supplémentaires dans M>(R).

(b) Proposer une seconde preuve par analyse-synthése.

1. Etude de F. On peut écrire

F{(x y):x,y,zER}
z -

= {SC(ELl — E272) + yEl,Q + ZEQ,lvxvya S R}
= Vect(E11 — Ez2,E12,Fa1)

Il faut vérifier que la famille de trois matrices mise en évidence ci-dessus est libre, ce qui se fait sans difficulté.
La famille est alors une base du s.e.v. qu’elle engendre (elle est de rang 3) et donc dim(F) = 3.

2. Etude de G.
(a) On va utiliser la caractérisation habituelle.
e La matrice nulle 02 5 est bien dans G puisqu’elle commute avec toutes les matrices de M3 (R).
e Soient A et B deux matrices de G. Soient A et p deux réels. Montrons que AA + pB est dans G. On doit donc
démontrer que cette matrice commute avec tout le monde. Soit M € M>(R). On a

(M + puB)M = MAM + uBM ABeo AMA+ uMB = M(M + uB),

s

ce qui démontre que G est stable par combinaison linéaire.

(b) L’implication directe est évidente : si A est dans G, elle commute avec toutes les matrices, donc notamment
avec les quatre matrices de la base canonique. Supposons réciproquement que A commute avec ces quatres
matrices. Soit M une matrice quelconque de M (R); elle se décompose sur la base sous la forme M = zE; 1 +
yE1 2 4+ 2F3 1 + tEs 2. On calcule alors

AM = A(xE11 +yE1 2+ 2E21 +tE> )
TAE 1 +YAE 2 + 2AE2 1 +tAES o
=B 1A+ yE10A+ 2B 1A+ tE> 2 A
(xE1q1 +yE12+ 2E21 +tEy2)A

= MA.



0 0 0 0
AELl = (‘z 0) ) AE1,2 = <O ﬁ) ) AE271 - (Zg O) 9 AEQ’Q = <O g;)
t 00 0 0
Eip A= <3(§ g) s EipA= (S O) s Eon A= (m y> y, BapA = <z t>

Supposons que A appartient & G, elle commute alors avec les quatre matrice de la base canonique. En égalant
AFE, ;1 et E11A, on obtient que y et z sont nuls. En égalant AFE; 5 et Ej 2 A, on obtient que x = ¢. Ceci donne
que la matrice A est de la forme <35
(d) Dans la question précédente, on a montré que toute matrice de G était un multiple scalaire de I5. Récipro-
quement, il est facile de voir que toute matrice de la forme xl> est dans G, puisque Iy commute "avec tout le
monde". Ainsi,

2) = x> avec x réel.

G = Vect(1z).
Le s.e.v. G, engendré par un vecteur non nul, est bien une droite vectorielle.
3. Mh(R)=Fa®G.

(a) Commencons par remarquer que

dim(F) + dim(G) = 3+ 1 = 4 = dim (M(R))..

Dans ces conditions, en utilisant une caractérisation en dimension finie, il suffit de vérifier que F' et G sont
en somme directe pour obtenir qu’ils sont supplémentaires.

Pour le montrer, remarquons que si une matrice A est dans F'N G, alors étant dans G, elle s’écrit A = x 15,
avec € R. Etant dans F, sa trace, qui vaut 2z est nulle. Ainsi, z = 0 et A = 02,2. Ceci montre que
FNG={022} et achéve de montrer que M>(R) = F @ G.

(b) Soit A € Ms(R).

e Supposons 'existence d’un couple (B,C) € F x G tel que A = B + C. Puisque C est dans G = Vect(ls),
elle s’écrit C' = Als, avec A € R. Passons a la trace :

Tr(A) = Te(B + C) = Te(B) + Tr(C) = 0 + ATr(L) = 2.

On en déduit

c="0p ot B=aA-"2p,
L’unicité du couple (B, C) est acquise, a ce stade.
e Posons " "
Bi=A-"0p o o=TWp,

Il est clair que B+ C = A, que C € Vect(I3) = G et facile de vérifier que Tr(B) = 0, donc que B € F. Ceci
démontre 'existence d'un couple (B, C) qui convient.

e Pour toute matrice A € M3(R), il existe un unique couple (B,C) € F' x G tel que A= B+ C. On a bien
démontré que My(R) = F ¢ G.

Probléme 11

Supplémentaire commun & deux hyperplans

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie n > 2. Soient H; et Hy deux hyperplans de F, c’est a dire
deux sous-espaces vectoriels chacun de dimension n — 1. On suppose que H; ¢ Hs (H; n’est pas inclus
dans H>).

1. Justifier que Hs ¢ H;.
2. Soient z1 € H; \ Hy et x5 € Hy \ H;. Démontrer :

Hy@Vect(za) =E et Hy®Vect(zxy) =E.

3. Notons z3 = z1 + 2o.
Démontrer que Vect(zs) est un supplémentaire commun a H; et Ho.

4. Illustrer ce qui précéde a 1’aide d’un beau dessin, si ce n’est pas déja fait.



5. Justifier que H, + Hy, = E.

6. Démontrer que H; N Hy et Vect(z1,22) sont supplémentaires.

. Supposons Hy C H;. Alors, puisque dim H; = dim H», on a forcément H; = H,, ce qui n’est pas puisque
H, ¢ Hs. Ceci démontre que Ho ¢ H;.

. Notons D; = Vect(z1). Puisque 21 ¢ Ha, 21 ne peut pas étre le vecteur nul : Dy est une droite de E. On a
dimD; +dimHy; =14+ (n—1) =n=dimE.

11 suffit donc de prouver que Dy et Hy sont en somme directe pour prouver qu’ils sont supplémentaires. On a
D1 N Hy C Dy, de sorte que dim(D; N Hy) € {0,1}. Si dim(D; N Hy) = 1, alors on a dim(D; N Hy) = dim Dy et
grace a l'inclusion, on obtient D; N Hy = D;. Le vecteur x; étant dans Dy, il est dans D; N Hy donc dans Hs ce
qui est absurde. Ceci démontre que dim Dy N Hy = 0.

DiNH; = {OE}

dim Dy + dim Hy = dim FE
supplémentaires. Par symétrie, on a aussi que Vect(zs) @ Hy = E.

Récapitulons : on a { donc par caractérisation en dimension finie, D; & H> sont

. Notons D3 = Vect(z3). Ici encore, x3 est un vecteur non nul car sinon, x; + 22 = O puis 1 = —x2 € Hj, ce
qui n’est pas. On va démontrer que D3 et Hy sont supplémentaires. La situation étant symétrique, cela prouvera
aussi que D3 est un supplémentaire de Hy (donc un supplémentaire commun & Hy et & Hy).
On a a nouveau que dimDj3 + dimH; = 14+ (n — 1) = n = dim E. Il nous suffit donc de démontrer que
DsnN Hy ={0g}. Or, D3N H; C D3 donc D3 N H; est de dimension inférieure a 1. Si la dimension vaut 1, on a
D3 N Hy = D3 puis D3 C Hy, donc x3 € H;.
Montrons que ceci n’est pas vrai : 3 = x1+x2 € Hy @ Vect(x2). Si x5 est dans Hy, alors puisque la somme
précédente est directe, c’est que xo2 = Op, ce qui n’est pas puisque zo & Hi.
Ainsi, on a D3N H; = {0g}, ce qui achéve de montrer que Vect(x3) & H; = F.
. Pour représenter nos deux hyperplans, on dessine des plans. De sorte que H; N Hy est sur le dessin une droite,

qui représente un sous-espace vectoriel de E dont la dimension vaut n—2 comme on va le voir en question 6.

. Soit y € E. On sait que E = Vect(z1) @ Hy donc il existe y; € Vect(z1) et yo € Ha tels que y = y1 + y2. Le
vecteur y; s’écrit Axy, ou A € K. Puisque x; € Hy alors y; € Hy. Ainsi, y = y1 + y2 € H; + Ho. On a donc que
FE C Hy + Hs, 'autre inclusion étant triviale.

. La question précédente donne que H; + Hs est de dimension n. D’apreés la formule de Grassmann,
dim H; N Hy =dim H; +dim Hy —dim(Hy + Hy) =(n—1)+(n—1)—n=n—2.

De plus, (z1,x2) est libre : x1 n’est pas colinéaire a xo car il n’appartient pas & Hs. Ainsi, rg(xy,22) = 2 et
Vect(z1,x2) est un plan. On a donc

dim Hy N Hy + dimVeCt(l‘l,l‘g) = (n — 2) +2=dim£FE.

Montrons que (Hy N Hy) N Vect(x1,z2) = {0g}.

Soit y un vecteur dans l'intersection.

Il existe A\, 1 € K tels que y € A\jx1 + Aoxa.

Puisque y € Ho, y = 0- x1 + y et puisque Vect(z;1) et Hs sont en somme directe, \jz1 = Op.

De méme, puisque y € Hy, y =y + 0 - a2 et puisque Vect(zz) et Hy sont en somme directe, Aoxy = 0.
On a donc y = 0, CQFD.

Deux sous-espaces vectoriels en somme directe, tels que la somme des dimensions vaut celle de ’espace : on a
bien

(H1 n HQ) @Vect(an,m) =F.



Probléme 111

1
1. (a) Soit P € R,[X]. Montrer qu’il existe un unique @ € R[X] tel que Q' = P et / Q(z) dz = 0.
0
(b) En déduire qu’il existe une unique suite de polynoémes a coefficients réels (B,),cn telle que :

1

By=1, VneN* B/ =nB,.; et VYneN' [ B,(z)dz=0.
0

2. (a) Calculer By, B;, B et Bs.
(b) Soit n € N, déterminer le degré et le coefficient dominant de B,.
c) Soit n € N, montrer que la famille (By).ci0,) €st une base de R, [X].
€fo,n]

3. On pose :
Yn eN, b, = B,(0).
(a) Calculer by, b1, by et bs.
(b) Montrer que :

n n
VneN, B,= by XE.
> (3

(c) Pour tout n € N, on pose

i. Montrer que :
1
Co=1, VneN*, C/,=nC, ;1 et VneN / Cp(x) dz =0
0

ii. En déduire que: VneN B,(X)=(-1)"B,(1 - X).
ili. En déduire que : VpeN By, (%) =0.
4. (a) Montrer que : ¥n € N, B,(X)=2""1 (Bn (%) + B, (%)) )
(b) En déduire que pour tout p € N*, by, 1 =0 et que, pour tout entier n > 2, B,(1) = b,.

n

5. (a) Montrer que, pour tout entier n > 2, Z <Z) by = 0.
k=1
b) En déduire une formule de récurrence permettant d’exprimer pour tout n € N, b, en fonction
+
de bo, b1y -+ bp.

(c) Sans calculer le polynéme By, calculer le nombre b,.
6. Une application

(a) Montrer que, pour tout n € N*, B, (X +1) — B,(X) =nX""".

(b) En déduire la formule suivante :

- 1
VpeN VYneN k= —(B 1) — B,.1(0)).
P n ’; p—|—1( p(n+1) — Bpi1(0))

(c) Montrer que :

n

1 < p+1
VpeN VneN* kP = —— —1)FbmpTi=Fk
pe n e Ig(:) p+1kz_(:)( k >( ) bpm

Corrigé :

1. (a) Supposons que P = Z apX". On pose alors R le polynéme :
k=1

3
T
A

=~
Il
MR



C’est 'unique polynome tel que : R = P et R(0) = 0. Toutes les primitives de P différent de R d’une
constante multiplicative.
On procéde alors par analyse synthése pour démontrer ’existence et ['unicité du polynome cherché.

Analyse. Supposons qu’un tel polynéme existe. Alors, d’aprés ce que 'on vient de rappeler, il existe a € R
tel que
Q=R+a

Et comme fol Q(z) de =0, on a ainsi :

/OlR(:r)—kadx:O(:)a:—/OlR(x)dx

Ainsi, si un tel polyndme existe, il est unique et :
1
P=R- / R(z) dz
0

Synthése. Notons Q = R — fol R(zx) du.
On abien @' = R' =P et

/OlQ(a:)dxz/OlR(x)dx—/ol (/OlR(x)dw) dx:/olR(x)dm—/olR(x)dxzo

Il existe donc bien un unique polynéme vérifiant les propriétés demandées.
(b) On le démontre par réuccurence.
By est donné.
Soit n € N*. Si B,, est défini alors d’apreés la question précédente il existe un unique polynéme B, tel que
Bun+1'=nBy, et [} Bypi(t) dt = 0.

2. (a) La relation B] = 1B, donne qu’il existe ag tel que
Bi=X+agp

et la relation fol By (t) dt = 0 donne :

Ainsi

De méme on a :

1 3 1
B2:X2—X+6, Bg,:X3—§X2+§X

(b) Démontrons par récurrence la propriété Pr(n) suivante définie pour tout n € N :
Pr(n) : "Le polynome B, est de degré n et de coefficient dominant 1 "

La proposition Pr(0) est vraie par définition de By.
Soit n € N* supposons Pr(n) vraie.
De la relation By, = (n+ 1)B,, on déduit :

deg(B,,) = deg(B,) <= deg(Bn41) =deg(B,)+1 <= deg(Bpt1)=n+1

Par ailleurs le coeffecient dominant de B,, étant 1 le terme de plus haut de gré de (n + 1)B,, est (n 4+ 1) X"
ainsi le terme de plus haut degré de B, ;1 est X" 1. Le coefficient domninant de B, est donc 1.
Le principe de récurrence permet ainsi de conclure que la propriété est vraie pour tout n € N*,
(c) D’apreés la question précédente, la famille est & degré échelonnée donc c’est une famille libre de R,,[X]. De
plus elle est de cardinal n + 1 et comme dimR,,[X]) = n + 1 c’est bien une base de R, [X].
3. (a) D’apreés la question 2.(a) on a |

b():l, b1:—77 bz:

1
—. by =
2 67 3 0



(b) Montrons par récurrence que pour tout n € N I’égalité :

B, = Xn: (Z) by s X"

k=0

est vraie.

On a par définition
0

0
Z ( )bo_kx’f =by=1
k
k=0
Ainsi ’égalité est vraie pour n = 0.
Soit n € N, supposons que 1’égalité soit vraie pour cet entier.
Notons que, par définition, le terme constant de B, est égal & by,41. Par ailleurs, I'égalité B;, ., = (n+1)B,
et I’hypothése de récurrence donne :

“n+1(n k
By = by e X + 0,
+1 k_ok;+1<k) BT Ont

Aprés changement d’indice on a :

n+1

n+1 n
Bpi1 = Z T <k: _ 1) bp1—k X" + bt
k=1

Mais, pour tout k € [1,n+ 1], on a

nzl (k . 1) " k(k —(Slj(LnlJ)rni —k) (nz 1)

On a ainsi : )
n+
n+1
By = Z ( i >bn+1ka + bnt1

k=1

et ainsi .

n+

n+1
Bpi1 = Z ( A )bn+1—ka
k=0

Ainsi si I’égalité est vraie a n fixée, elle est vraie en n + 1.
Le principe de récurrence permet de conclure que ’égalité est vraie pour tout n € N.

(¢) i On a bien
Co=(-1)"By(1-X)=1

Soit n € N, par définition de C,, et par linéarité de la dérivée et la dérivée de la composée on a :
Cp=(=1)"(-1)B,(1 - X)

D’ou, par définition de B,, :
C! = (-1)""nB, 1(1-X)

Mais (—1)"*! = (=1)"~! on a donc bien
C;AL = nCn,l

Pour l'intégrale on procéde au changement de vairables t =1 — .
ii. On a montré & la question précédente que les C,, vérifiaient les relations définissant les B,, or on a montré
qu’il existait une unique suite de polynomes vérifiant ces propriétés ainsi on a, pour tout n € N,

B, =0C,

D’ou, pour tout n € N :
Bu(X) = (~1)"Ba(1 - X)

iii. Soit p € N, on a, d’aprés la question précédente et comme 2p + 1 est impair :

1 1 1
ng+1 (2> = (*1)B2p+1 <1 — 2> < 2ng+1 <2) =0

D’ou le résultat.



4.

(a)

Démontrons, pour tout n € N, I’égalité :

On a par définition de By

L’égalité est donc vrai pour n = 0.
Soit n € N, supposons que ’égalité soit vraie au rang n, on a alors :

(2" (Busr (3) + Barr (351))" = 27 (Bl (3) + Bhya (X37))
= (1271 (Ba (3) + Ba (557))

Ainsi par hypothése de récurrence on a :
(2" (Bur () + Busr (542)) = (w415,

Par ailleurs on a :

1 1 1
t t+1 t t+1
/2" Busi (= |+ Boa [— ) ) dt = 2n/ Bn | = dt+2”/ Bnp | —— | dt
0 2 2 0 2 0 2

Dans la premiére intégrale on procéde au changement de variables v = % et dans la deuxiéme u = % On
obtient alors :

1 t t+1 1/2 L 1
/ 2" <Bn+1 (2> + Bn+1 (2)> dt = Qn_l Bn—i—l (u) du + 2"~ Bn+1 (U) du
0

0 1/2
= 2”‘1/ Byt (u) du
0
0

Ainsi le polynome 2" (Bn+1 (%) + Bpni1 (@)) vérifie les méme propriétés que le polynome B,, ;. Par

2
unicité de cette suite, on en déduit :

Boy1(X) =2 (Bn+1 (f) + Bri <X2+1>>

Le principe de récurrence permet ainsi de conclure que 1’égalité est vraie pour tout n € N.
Soit p € N*.
D’aprés la question précédente :

Baya(0) = 2 (Bayir 0)+ Baps (3 ))
Mais d’aprés la question précédente Byyi1 (3) =0, dout :
bopi1 = 2%bop1 <= bopy1 =0
Soit n € N. D’aprés la question 3.(c)ii. on a :
By (1) = (=1)"Bx(0)

Sin est paire on a (—1)" =1 et
B,(1) = b,

et si n est impaire alors b, =0 et on a B, (1) = 0 et donc
B,(1) =b,

Soit n > 2. D’aprés la question 3.(b) on a :

B0 =3 ()t 00

b= (Z) buore by = ; <Z>bn_k =0



(b) Soit n € N, en appliquant ’égalité démontrée a la question précédente pur n + 2 (comme n € N, alors
n+2>2)ona

n+2 n+2
Z n+2 1 n+2
2 < i >bn+2k‘ + (n + 2)bn+1 =0 = bn+1 = _m kE_2 ( L )bn+2k

On procéde au changement d’indice k' = n+ 2 — k, et comme, pour tout k € [2,n+2], ("}?) = (742,

a

) on
n

1 n—+ 2
bpp1 = ——— b
a0

(c) D’apres la question précédente on a :
1
by = —g (bo + 5b1 + 10by + 10[)3)

et d’apreés le calcul fait & la question 3.(a) on a



