Lycée Condorcet
PCSI
Applications linéaires

Dans cette feuille d’exercices, K désigne R ou C.

1 Noyau, image, rang et théoréme du rang

Exercice 1.
Les applications suivantes sont-elles linéaires 7

uy R3 — R?
(r,y,2) +— (z+2y+3z,4x+ 5y + 62,7x + 8y + 92)
U9 : R3 — R3 ug : R3
(z,y,2) — (x+2y+32+1,4x+5y+62,7x+8y+ 92— 1) (z,y,2)
ug:  RZ — R2 us: AR,R) — R ug . R[X]
P

(z,y) — (Lz—y) fo— FO)+3f(1)

Exercice 2.

Mai 2024

— RS
— (yz, 22, 2y)
—
—

R
[P}

Préciser le noyau et 'image des applications linéaires suivantes (on peut décrire chacun des espaces par des

équations, ou donner une base, ou les deux).
1. f1:R?2 — R? telle que : V(z,y) € R?, fi(z,y) = (v — 2y , =+ 9y).

2. fo:C3 — C? telle que : V(w,y,2) € C3, fa(w,y,2) = (x + 5y — 32, 62 — 45y — 3z).

3. f3:R3 — R3 telle que : V(z,y,2) €R3, f3(w,y,2)=(x—2y+2z, 2+3y—4z, 2 +y—22).

Exercice 3.

Soit M = 12

0 3 > et f l'application :

f: MQ(R) — MQ(R)
A — AM — MA

1. Montrer que f est un endomorphisme.

2. Déterminer son noyau et son image.

Exercice 4.
Soit A € M,,(R). On considére 'application f définie par :

f: Mp(R) — M,(R)
M —  AM
1. Montrer que f est un endomorphisme de M,,(R).
2. On suppose que A est inversible.
(a) Montrer que f est injective.

(b) L’application f est-elle surjective ?
3. On suppose que f est surjective . Montrer que A est inversible.



Exercice 5.
On considére 'application h définie par :

h: R3[X] — R3
P+ (P(0),P'(0),P"(0))
1. Montrer que h est linéaire.

2. Déterminer une base de 'image.

3. L’application est-elle bijective?

Exercice 6.
Soit A I'application de R[X] vers R[X] définie par :

VP e R[X], A(P)(X)=P(X +1)— P(X)

1. Préciser le degré de A(P) en fonction du degré de P.
2. Montrer que A est linéaire et préciser son noyau.

3. Montrer que A induit un isomorphisme d’un sous-espace vectoriel F' de R[X] & déterminer sur R[X].

Exercice 7.
Pour tout polynome P € Ry[X], notons respectivement u(P) et v(P) le quotient et le reste de la division
euclidienne de P par X2—3X +2. On définit ainsi deux applications u : Ry[X] — Ra[X] et v : Ry[X] — Ry [X].

1. Justifier Iaffirmation de I’énoncé selon laquelle u est a valeurs dans Ry[X] et v est & valeurs dans R;[X].
2. Montrer que u et v sont linéaires.

3. Donner le noyau et 'image de u (on donnera un base de chacun de ces espaces).

4

. Donner le noyau et I'image de v (on donnera un base de chacun de ces espaces).

Exercice 8.
Soit E = RN le R-espace vectoriel des suites réelles. Soit f I'application qui & une suite u = (uy,)nen associe la
suite v = f(u) définie pour tout n € N par u, = up+1 — 2up.

1. (a) Soit u la suite définie pour tout n € N par u,, = n. Déterminer f(u).
(b) Soit u la suite définie pour tout n € N par u,, = 3 x 2" 4+ 1. Déterminer f(u).
2. Montrer que f est un endomorphisme de F.

3. Déterminer son noyau.

2 Manipulation des définitions de noyau et image

Exercice 9.
Soient F, F et GG trois K-espaces vectoriels.

1. Soient f € L(E,F) et g € L(F,G).
Montrer que go f = 0 si et seulement si Im(f) C Ker(g).

2. Soit E un K-espace vectoriel. Soient f,g € L(E). Montrer que f(Ker(go f)) = Ker(g) N Im(f).
3. Soit f une forme linéaire sur E, non nulle (i.e. f € L(E,K) et f # 0). Montrer que f est surjective.

Exercice 10.
Soit f € L(FE). On suppose que f? —5f + 6Ildg = 0.. Montrer que :

E =ker(f — 2Idg) ® ker(f — 31dg)



Corrigé :
Notons que, comme f2 —5f 4+ 6Idg = O,

E =ker(f? —5f +6Idg)
IL suffit donc maintenant de montrer que
ker(f? — 5f +61dg) = ker(f — 2Idg) @ ker(f — 3Idg)

Notons FEy = ker(f —2Idg) et E3 = ker(f —31dg). Vous verez l'année prochaine que cest sous-espaces vectoriels
sont appelés les sous-espaces propres de f et 2 et 3 sont les valeurs propres de f.

On procéde par analyse synthése.

Soit = € ker(f? —5f + 6Idg)

Analyse.

Supposons qu’il existe (x2,x3) € Eo X E3 tel que

r =T+ x3 (1)
Comme z9 € Es, alors f(x2) = 2x9 de méme comme z3 € E3, f(x3) = 3z3. Ainsi

f(z) = f(z2 +23) = f(22) + f(23) =222 + 325 (2)

Avec des combinaisons linéaires de (1) et (2) on obtient :
x9 = —f(x) + 3z

x3 = f(z) — 2z

Ainsi si une telle décomposition existe elle est unique.
Synthése.
Nontons xo et x3 les vecteurs de E définis par :

xy = —f(z)+ 3z, x3=f(x)—2x
On a
rot+aw3=—f(x)+3x+ f(x) -2z ==z

Montrons maintenant que xo € ker(f — 21d) et x3 € ker(f — 31d).
Pour ce faire nous allons montrer que f(x2)2 = 2x9 et f(x3) = 3x3). On a, par définition :

f(xz2) = f(=f(x) + 3z)
ET comme f est linéaire on a :
f(@2) = = f(f(2)) + 3] (x)
Mais rappelons que z € ker(f2 — 5f + 6Idg) c’est a dire que
fA(x) = 5f(z) +6x=0
et donc
—f(2) +3f(x) = —2f(z) + 6z
Ainsi
fw2) = 2(=f(2) + 32) = 22
Un raisonnement similaire nous permet de montrer que f(z3) = x3.
On a donc bien
— =X+ X3
— x9 € ker(f — 2Id)



— x3 € ker(f — 31d)

Ainsi on a montré par analyse synthése que
ker(f2 — 5f + 61dg) = ker(f — 2Idg) & ker(f — 31dg)

Et donc
E =ker(f — 2Idg) ® ker(f — 31dg)

Exercice 11.

Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n.

Montrer qu’il existe u € L(E) telq eu I'm(u) = ker(u) si et seulement si n est pair.
Montrer qu’alors pour un tel u € L(F), il existe une base de E de la forme :

(61a €2, >u(61)7 U(€2)’ T au(en»

Exercice 12.
Soit E un K-espace vectoriel, et soient f et g deux endomorphismes de F. Montrer que les assertions suivantes
sont équivalentes.

1. foge GL(E).
2. f est surjective, g est injective, et E = Ker(f) @ Im(g).
3. f est surjective, g est injective, Im(go f) =Im(go fogo f), et Ker(go f) =Ker(go fogo f).

Exercice 13. (Noyaux itérés)

Soit E un K-espace vectoriel et soit u € L(E). Pour tout k € N, on pose ng, = ker(u”) et I = S(u”).

1. Montrer que la suite (Ng)ren est croissante (pour inclusion), et que (ix)ren est décroissante (toujours
pour l'inclusion).

2. Montrer que (Ng)gen croit strictement jusqu’a un certain rang ng a partir duquel elle est stationnaire.

3. Montrer que dans ce dernire cas, Ny, N I, = {0}.

3 Projections et symétries

Exercice 14.
Soit E; le sous-espace vectoriel de R® défini par : Fy = {(z,y,2) € R® | s +y — 2 = 0}.
Soit F le sous-espace vectoriel de R? engendré par (1,2,1).

1. Montrer que F; et E, sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans R3.

2. Notons p la projection sur F; parallélement & FEs, et ¢ la projection sur F»> parallélement a
Ei. Exprimer, pour tout (z,y,z) € R3, p(z,y,2) et q(r,y,z) en fonction de x,y, 2.

3. Ecrire le vecteur (2,2,3) comme somme d’un vecteur de E; et d’un vecteur de F».
4. Donner P’expression de la symétrie s par rapport a F, parallélement a Fs.
Corrigé :

1. Le vecteur up = (1,2,1) n’appartient pas & E; car ces coordonnées ne vérfient pas 1’équation définissant
F ainsi, comme FEj est un sous-espace vectoriel, si A # 0 alors Aup n’est pas un élément de F». On a donc
El N E2 = {(07 07 0)}

’La somme de F7 et Ey est donc directe.

Comme la dimension de Fy est égal & 1, que la dimension de R? est 3 et que la somme est directe on a



Par ailleurs les vecteurs (1, —1,0) et (1,0,1) sont des éléments de F2 qui forment une famille libre (c’est
une famille de cadinal 2 et ils ne sont pas colinéaires) alors

dim(Ey) > 2

Ainsi la dimension de Fs est égal & 2. On a donc

dim(Ey) + dim(E) = dim(R?)

On en déduit que :

R = Ey @ B |

. Pour calculer les expressions explicites de p et ¢ il faut exprimer la décomposition de d’un élément (z,y, z)
sur la somme FE1 @ Es.
Soit dont (z,y,2) € R3.
Notons x1 et xo les éléments de E7 et Es tels que
(IL’,y, Z) =21+ T2

D’aprés la question précédente les vecteurs (1,—1,0) et (1,0,1) forment une base de Ej. Il existe donc
deux réels A1 et Ao tels que
1 = )\1(17 _170) + )\2(17 07 1)

De méme comme xo € Fs il existe A3 € R tel que
w2 = A3(1,2,1) = (A3,2A3, A3)

On obtient ainsi le systéme :

M X H+ A3 = =
-1 +2\ =y
Ao+ A3 = 2
En résolvant ce systéme on obtient :
A1 = T —z
/\2 = —%l’ — %y + %Z
)\3 = %SU + %y — %Z
D’ou
— m11®+(1 1+3WJQ
A 9t T ¥ T LT
On a donc
1 1 N 1 n 1 1 N 3
rp=\=-x—= —Z,—T 42z, —=x — = —z
TR L Tt TV T

On a de méme

2 2 2 2 2 2
Or par définition 'application p est définie par

<1 1 1 1 1 1)
o=+ zy—=-z,x+y—2,-r+ -y — =z

p: E — E ¢ E — F
(‘T’yvz) — 1 (xvyvz) — X2
D’ou
p: E — FE
(z,9,2) +— (do—3dy+ilz,—a+z-Jz-ly+32)
q: FE — F
) — Getly—dnety-sletly- 1)

Ici j’at utilisé la base de Fq. Vous pouvez utiliser directement l'équation qui définie E1. Pour cela, il faut
écrire x1 = (2, y/,2") avec &' + 1y’ — 2/ = 0. Vous obtenez alors un systéme avec quatre inconnues x', y', 2/
et X et quatre équations. Il ne faut pas oublier l'équation ' +1y' — 2/ = 0.



3. D’aprés la question précédente

3 .5 3 .95
2,23)=(2,1,2) et ¢(2,2,3) = ( 2,1,2
p(a 73) <27 )2> € Q(a )3) <27 72>

Ainsi la décomposition de (2,2,3) sur £y @ Fs est

3 ) 3 )
2,2 =|-,1,= -1, =
(19 (51)

4. On a s = p — q. Je vous laisse faire le calcul....

Exercice 15.
Soit { r
p: R — R3
(@,y,2) = (q@—qy—352, ¥, —30—y+32)

Montrer que p est une projection, et préciser ses éléments caractéristiques.

Exercice 16.

Soit F un K-espace vectoriel. Soient F; et Fo deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans F. Notons p la
projection sur Fq parallelement & Es, et ¢ la projection sur Fy parallélement & Ej.

Montrer que p+ q =1Idg, pog=0,gop=0.

Exercice 17.
Soit E un espace vectoriel sur K. Soient p et ¢ deux projecteurs de E tels que po g = gop, et Im(p) = Im(q).
Montrer que p = q.

Exercice 18.
Soit A € R[X], A # 0. On considére I'application de R[X]| dans R[X] qui a P associe le reste de la division
euclidienne de P par A. Montrer que f est un projecteur et déterminer son image et son noyau.

Exercice 19.
Soit F un R-espace vectoriel et p un projecteur de E. Montrer que

1. Idg — p est un projecteur.
2. VA € R*\{1}, p — AIdg est un automorphisme.

4 Endomorphismes nilpotents

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et soit « un endomorphisme de E. On dit que u est nilpotent si
JpeN, uP=0

L’ensemble des entiers p vérifiant uP = 0 est alors non vide et minoré par 0, il admet donc un plus petit élément.
Cet entier est appelé I’indice de nilpotence de wu.

Exercice 20.
Soit E un espace vectoriel de dimension finie tel que :

Ve e E, Jp, €N, uP*(x)=0.

Montrer que u est un endomorphisme nilpotent.
Ce résultat est-il vrai si on ne suppose plus E de dimension finie 7

Exercice 21.
Soit £ un K-espace vectoriel de dimension 3 et v un endomorphisme de E nilpotent d’indice de nilpotence 2
(uou =0).



1. Donner un exemple non trivial d’une telle application u pour K = R.

2. Montrer qu’il existe une application linéaire f de F vers K et a un élément de F tels que

Ve e E, u(x)= f(x)a

Exercice 22.
Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie n.
Soit f € L(F) un endomorphisme nilpotent d’indice de nilpotence p.

1. Soit 2o € E\ ker(fP~!). Montrer que la famille (g, f(z0),..., fP"'(z0)) est libre.
2. En déduire que f" = 0.
3. Soit g € GL(F) tel que fog=go f. Montrer que f + g € GL(FE).

Corrigé :

1. Soit (A1,---,Ap) € KP tel que
Aiwo + Ao f(w0) 4+ -+ + ApfP 7 (w0) = 0 (1)

Notons que, comme xg € E\ ker(fP~1) alors fP~!(zg) # 0. Et comme fP = 0 et f est linéaire, pour tout
k € Navec k > p, f¥(zo) = 0.
On applique alors fP~! a 'égalité (1). On obtient alors par linéarité de f :

AP N @o) + Ao fP (o) + -+ Ap P Hwo) = 0

Ainsi d’aprés ce qui précéde on a
MfP o) =0

Mais comme fP~1(xq) # 0 alors

On applique alors fP~2 a égalité
Agf(x()) + -+ )\pfpil(l'o) =0

et on obtient
Ao fP M @o) + -+ + Ap fP 7 (wg) = 0

Et on en déduit par le méme raisonnement que ci-dessus :
Ay =0

En itérant ce raisonnement p fois on obtient :

M=0,, A =0
| |

La famille (a:o, f(zg), - ,fpfl(xo)) est donc libre.

2. Si on avait p > n et donc f™ # 0. La famille <x0,f(x0),--- ,fpfl(x0)> serait libre.Ce serait donc une
famille libre de cardial n 4+ 1 dans un espace vectoriel de dimension n. D’otll la contradiction. On a donc
bien :

/=0



3. Comme f et g commutent, on a I'égalité

9= (NP =g+ Zg o(=f)r Tk

Mais comme f est linéaire on a,

(1P = (1pp
et comme f est nilpotent d’indice de nilpotence p on a :

(=f)F=0

De plus, comme g admet une application réciproque alors gP aussi et on a :

(") =g
On a alors

Id=g'o(g7)" =(g9+f)o (Zg °(=h H)O(g_l)p

p—1
L’application f + g est donc inversible d’inverse (Z g* o (—f)”_l_k> ) (g_l)p
k=0




