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Intégration sur un segment Corrections

Sommes de Riemann

Exercice 1.

Monter que les suites suivantes sont convergentes, et trouver leur limite

1
n—1 n n—1 n
Vk 1 . km 1 E\\"
CL) Up = ];—O W b) Unp = ﬁ Sin % C) Wy = E_ nt 2 d) tn = | | <1 + >

Suites et intégrales

Exercice 2.

n
1. Calculer, pour tout n > 2, / dx.
2

zlnx

k+1 1 1
2. Montrer que pour tout k > 2, / dx < .
. xlnzx klnk

n—1

3. On pose S, = Z
k=

Ik Montrer que S;, = n—+00 +00.

Exercice 3.

. I
1. Justifier que : Vt € [0,1[,Vn € N,Ztk = —

1—t 1-t
k=0
n+1 .I'k x tn+1
En déduire que : Vz € [0,1],Vn € N,Z = +In(l —2) = /0 = ldt.
ntlok 22
2. En déduire que : Vz € [0,1[,Vn € N, ’; - +1In(l —2)| < D]
puis que : Vz € [0, 1] nll)rfooZ— —In(1 —2)

Correction :

1. Soit t € [0, 1], et soit n € N, comme ¢ # 1 on a, d’aprés la formule du cours :

1— tn—l—l

tk
Z T
L’égalité cherchée découle immédiatement.

Soit x € [0, 1[, et soit n € N, comme ’égalité précédente est vraie pour tout ¢ € [0, z[, on a, en intégrant

x N T tn+1 T thrl
/Ztk = dt—/ Lt = Z/ t"—[-In(l-t)]; = / dt
0 o 1—1 0 0

k=0

t—1




La deuxiéme partie est obtenue par linéarité de l'intégrale. On en déduit que I’égalité suivante est vraie

n tk+1 x thrl k‘+1 xT tn+1
[k+1] +In(l—2z) = /Ot—ldt <:>Zk —|—1n(1—a:):/0 t—ldt

Enfin on procéde au chagement d’indice k' = k 4 1 dans la somme et comme les variables sont muettes on
en déduit 'égalité :

k=0

f+ln1—az) / dt
> -

2. Soit x € [0, 1] et et soit n € N, D’apres la question précédente on a :
x tn—l—l
/ dt
o -1
[l
o t—1 o |t—1

Notons tout d’abord que pour tout ¢t € [0,z[, 0 < ¢ < 1 d’ou % <0, on a donc :

n+1 k

Z——i—lnl—x)

Or d’apres le cours :

dt

tn+1
t—1

tn+1
1t

Or les applications t—t"tlett %—t sont croissantes et positives sur [0, 2], ainsi par produit, "application

z s U est croissante sur [0, 2]. Ainsi on a :
tn—i—l xn—i—l
max =
tefo,z] |t — 1 z—1

D’apres la formule de la moyenne on a donc :

T tn—i—l mn—l—l
/ dt| < X
0 t—1 r—1
On a donc bien l'inégalité cherchée.

Le théoréme d’encadrement permet de conclure.

Exercice 4. Attention aux intervertion limite et intégrale!
1. On suppose ici qu’on a z € [0, 1]. Calculer lim nze e
n—-+0o0o

1
2. Calculer I, :/ nze "™ dz puis lim I,.
0 n—-+4o0o

3. Que peut-on en déduire?

Exercice 5.
Pour tout entier naturel n, on pose

% Pl J
Up = 71 — 2 X
0

.. 1 .
1. Calculer up (on pourra écrire ;= sous la forme % + 1+z .). Puis calculer uj.

2. Montrer que, pour tout n € N,
1

T2 = G g

En déduire us et us.



3. Montrer que la suite (uy)nen est décroissante.

4. Monter que, pour tout n € N,

4
0<u
"= 3(n+ 1)2ntt
Que peut-on en conclure?
Exercice 6. -
1
Pour n € N, on pose t,, = / tan®" 2 ¢ dt.
0
1

1. Montrer que pour tout n € N, t,,41 + ¢, = .
2n +3

2. Etudier la monotonie de la suite (¢,)nen-

3. Calculer lim nt, (tout en justifiant que cette limite existe).
n—oo

Exercice 7. Intégrales de Wallis
Pour tout n € N, on pose : W,, = /2 (cost)"dt.
0

1. Calculer W, et Wh.
2. Montrer que la suite (W, ),cn est décroissante. En déduire qu’elle converge.

3. Montrer que pour tout n € N, W19 = (n+ 1)W, — (n+ 1)Wy42.
En déduire une relation de récurrence entre W, > et W,,.
(2n)!
(27n!)?
5. On note, pour tout n € N, u, = (n+ 1)W, 11 W,,. Montrer que la suite (u,),cn est constante et
préciser sa valeur.

m
4. Montrer alors que, pour tout n € N, Wy, = X 5"

n+1 < Wn+1
n+2 - W,

6. Montrer que pour tout n € N, <1 et en déduire que W, o Whn
oo

7. Montrer que W,, ~ T
+oo \/ 2n

Correction :

1. On a T
W():Ea W1:1

2. Soit n € N, calculons Wy 11 — Wy, on a :
w/2
Whpe1 =Wy, = / cos" t(cost — 1) dt
0

Or pour tout t € [0, g}
cos"t >0, et cost—1<0

Ainsi pour tout ¢ € [O, g},
cos" t(cost —1) <0

Ainsi, par positivité de Iintégrale (0 < §) on a

Wn+1 - Wn S 0



La suite est donc décroissante.
Or, par positivité de l'intégrale on montre que, pour tout n € N, W,, <0.
La suite (W), )nen est donc décroissante et minorée, d’aprés le théoréme de la limite monotone elle converge.

. Soitn e N, on a:

jus

2
Wiao = / cos" 2 ¢ dt
0

On procéde & une intégration par partie. On note u et v les applications de classe C' défnies pour tout
7r
te [O, 5} par

u(t) = cos" 1t w/(t) = —(n+1)sintcos™ t
v'(t) = cost v(t) = sint
On a alors )
. ™ 2 9
Wiia = [sintcos™1t]2 + (n+ 1)/ sin” ¢t cos™ t dt
0

= (n+1)/2(1—0082t)cosntdt
0
= (n+1)[Wn — Wiy

On a donc bien pour tout n € N,

’ Whia = (’I’L + 1)Wn — (n + 1)Wn+2 ‘

Ce qui est équivalent a
(n+2)Wypio=(n+1)W,

D’ou, pour tout n € N (comme n + 2 # 0),

n—+1
n+2 "

Wn+2 =

. Procédons & une récurrence, pour tout n € N, on note P, 1’égalité

o @2n)! 7
Won = a3
D’aprés la question 1 on a Wy = g, or
0! T
(Ix0h2 "2 2

L’égalité Py est donc vraie.
Soit n € N, supposons P, vraie et déduisons en P, 1. D’aprés la question 3, on a

2n+1
W
2n+2 om + 2 2n
Ainsi comme P, est supposé vraie on a
2n+1 (2n)! T
W: = X X —
2 m+2° (2ml)? " 2

2n+2 2n+1 (2n)! ™
= X X X —
2n+2 2n+2  (2"nl)2 " 2

B (2n + 2)! o7
 22(n+1)2(27n!)2 T 2

B (2n+)! T
T @ D2 2

4



Ainsi, si P, est vraie alors P, est vraie.
Le principe de récurrence permet ainsi de montrer que P,, est vraie pour tout n € N.

5. Soit n € N, on a, par défintion de (up)pen,
Up+1 — Un = (TL + 2)Wn+2Wn+1 - (n + 1)Wn+1Wn
Ainsi d’aprés la question 3 on a :

Unt1 —Un, = (M+ D)W, Whp — (n+ 1)WhaW,

La suite (up)nen est donc constante et, pour tout n € N, on a

T
Up = U) = 5
6. Soit n € N. Comme la suite (W, ),en est décroissante, on a

Wn+2 S WnJrl S Wn

Mais, d’aprés la question 3, on a

n—+1
w. = —
n+2 n+ 2 n
d’ou 41
n
n+2Wn S Wn+1 S Wn
Or l’app

Exercice 8.

k

1. (a) Montrer que, pour tout k > 2, /

k+1
lntdtﬁlnkﬁ/ Int dt
k—1 k

n n
(b) Montrer que, pour tout entier n > 2, / Int dt <lIn(n!) < / Int dt +Inn
1 1

x
2. Pour tout = > 0, calculer F(x) = / In(t) dt.
1

3. En déduire que In(n!) est équivalent & nlnn lorsque n tend vers +oo.



Fonctions définies par une intégrale

Exercice 9. L
Soit ¢ : R% — R définie par : Va € RY, ¢(a) = /0 V1 —xdx.
1. Montrer que ¢ est strictement croissante sur R .

9. Montrer que : Vo €]0,1[, 1—a<vI—a<1- 2.

2
a a+1/2
3. Mont Vae Ry, —— < < .
ontrer que : Ya  Tr 1 o(a) ]
Exercice 10. -
On consideére la fonction définie par F(z) = / mdt.
0

1. Déterminer 'ensemble de définition de F', et préciser son signe en fonction de x.
2. Etudier la parité de F.

3. Justifier que F est C! sur R, puis dresser son tableau de variations. Retrouver le signe de F.

Exercice 11.

2z
On considére la fonction définie sur R par g(z) = / exp(—t%)dt.

T

1. (a) Justifier que g est bien définie sur R.

b
c

N~

Montrer que g est une fonction impaire.

—~

Déterminer le signe de g(x) suivant les valeurs de z.
a) Justifier que g est de classe C! et que, pour tout = € R, ¢'(z) = 2e4e* _ g=?,
b

C

N~

Dresser le tableau de variations de g. On précisera g(0).

)
)
)
)
)
)

~—

Montrer que :
Yz €]0, 400, z exp(—42?) < g(z) < zexp(—z?).

En déduire la limite de g en +o00, puis en —oo.



