Intégrales de Wallat
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Pour tout entier naturel n, on pose I,, = / (tanz)" dx.
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1. A Paide d’un changement de variable, démontrer que pour tout n, I,, vaut / ﬁdx.
0 u

Dans la suite, on pourra travailler avec celle des deux expressions de I, que [’on préfere.
2. Calculer Iy et I4.
3. Démontrer que pour tout entier naturel n, I, + I,,42 = %ﬂ

4. Démontrer que la suite (I,,) est décroissante.
Justifier alors pour un entier naturel n quelconque l'inégalité 27,0 < I, + I,,40 < 21,,.
En déduire que la suite (I,,) tend vers 0.

5. Prouver que
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6. En déduire la valeur des nombres
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Corrigé

1. C’est bien str le changement de variable u = tan(z), tan étant de classe C* sur [0, Z] qu’il faut utiliser, éventuellement
en écrivant le tableau ci-dessous.

U tanx
du (1+ tan?2)dz
1+u2 du dx
u=20 z=0
u=1 r=7
2. 1 fo“ lde =T et Iy = f04 Z;‘;idx = fln(cosx)](? =—1In (%) +0= 1“52)

3. Soit n € N. Par linéarité de 'intégrale, on a
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tan’ z - tan™ xdx = [ (tanz
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I, + 1, :/ 1+ tan?z tan"mdx:/ .
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4. Soit n € N. On a B
1
Iny1—1I, = / (tanz — 1) tan™(x)dz.
0

Sur [0, ], tan est positive et tanx < tan § = 1, d’ott 1 —tanz < 0. On est donc en train d’intégrer une fonction continue
et négative sur un segment. Cela assure que I,, 41 — I, < 0; la suite ([,,) est bien décroissante. Pour un entier n donné,
on a donc I,,42 < I, donc d’une part I,yo+ I, < I, + 1, et Inio+ Iy < I, + 1,42, ce qui donne 'encadrement voulu.
Pour en déduire que (I,,) tend vers 0, on va croiser les inégalités, pour obtenir
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Par encadrement, on a bien I,, — 0.

5. Procédons par récurrence en notant, pour un entier naturel n :
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est donc vraie.



e Soit n € N. Supposons P,. Montrons P,,+1. Dans les calculs qui suivent, on utilise la question précédente en écrivant

: 1 1
les relations Isy, + Iop10 = T et Iopt1 + lopnts = TR
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On a prouvé que P, est vraie.
e D’aprés le principe de récurrence, P,, est vraie pour tout entier naturel n.
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. Soit un entier n € N. D’aprés la question précédente, (—1)"Io,41 = lnf) + % > (_]i) , d’out
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On a prouvé en question 4 que I, = 0. On a donc lim > % = —1In(2).
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De la méme fagon, on a (—1)"1s, = § + > 2761_):, donc
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Puisque I,, — 0,on a lim » ‘7~ =—-7.
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