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Mathématiques
4 heures

Probléme 1. Probabilité

Dans tout ’exercice, on considére deux urnes U et V, qui contiennent des boules blanches et noires, et,
pour tout k£ € N* on introduit les événements By : "le k iéme tirage donne une boule blanche", et Ny :"
le k-iéme tirage donne une boule noire".

Expérience 1

Dans cette expérience, I’'urne U contient 1 boule blanche et n—1 boules noires (avec n > 2) et on effectue
des tirages sans remise dans ’'urne U jusqu’a obtenir la boule blanche. On note N le nombre maximal de
tirages effectués et on introduit, pour tout k € [1, N], Dy " on a obtenu la boule blanche au k-iéme tirage".

1. Dans cette question, on suppose n = 3 donc 'urne U contient 1 boule blanche et 2 boules noires.
(a) Déterminer N.
(b) Décrire Dy, Dy et D3 a ’aide des By, puis calculer P(D,), P(Ds) et P(Ds).

2. On revient au cas général : déterminer N, puis, pour tout k € [1, N], décrire Dj, et calculer P(Dy).

Expérience 2

Dans cette expérience, la proportion de boules blanches dans 'urne U est 2/3, et celle dans 'urne V' est
1/3. On choisit au hasard une urne (avec équiprobabilité), puis on effectue des tirages avec remise dans
cette urne.

3. Calculer la probabilité d’obtenir une boule blanche au premier tirage.
4. Calculer la probabilité d’obtenir une boule blanche aux premier et deuxiéme tirages.

5. Quelle est la probabilité d’avoir choisi I’urne U sachant que les deux premiers tirages ont donné
une boule blanche ?

Dans les deux expériences suivantes, la proportion de boules blanches dans 'urne U est a (0 < a < 1),
et celle de I'urne V est b (0 <b < 1).

Expérience 3

Dans cette expérience, on choisit au départ une urne au hasard (avec equiprobabilité), puis on effectue
des tirages avec remise selon la régle suivante : si le tirage donne une boule blanche alors le tirage suivant
s’effectue dans 'urne U tandis que si le tirage a donné une boule noire, le tirage suivant s’effectue dans
Purne V.

6. Déterminer P(B).

7. A T’aide de la formule des probabilités totales, montrer que pour tout k € N*,

Prt1 = (@ —b)pr + b

ol on a noté pour tout k € N* p, = P(By).

8. Déterminer ’expression de p; en fonction de k, puis la limite de p; quand k tend vers 1’infini.

Expérience 4

Dans cette expérience, on choisit au départ une urne au hasard (avec équiprobabilité), puis on effectue
des tirages avec remise selon la régle suivante : si le tirage donne une boule blanche alors le tirage
suivant s’effectue dans la méme urne tandis que si le tirage a donné une boule noire, le tirage suivant
s’effectue dans ’autre urne. On introduit, pour tout k& € N*, ’événement U}, :"le k-iéme tirage s’effectue
dans ’'urne U " et la probabilité P(Uy) = ¢.

9. Déterminer ¢;.



10. Trouver une relation de récurrence entre g1 et gi.
11. Exprimer alors P(Bj) en fonction de a, b et g;. On ne demande pas de calculer gy.
Corrigé :

1. (a) Siles deux premiers tirages ont donné une boule noire, alors avant le troisiée tirage il ne reste qu'une boule
noire dans 'urne, d’ot N = 3.

(b) On a les égalités :

\DlzBl, Dy = Ny N B, D3=N1mN2mBg\

Notons que P(N; N Ny) # 0, ainsi d’aprés la formule des propbabilités composées on a :

1
P(D1) = P(B1) =5, P(D2) =P(N) x Pn,(B2),  P(Ds) = P(N1) x P, (N2) % Py, (Bs)
Sachant que V7 a été réalisé, avant le deuxiéme tirage 'urne est constituée d’une boule blanche et une boule
noire, d’ot
1 1
PN1(BQ) = 5? PN1(N2) = 5

De méme, si ’on sait que des boules noires ont été tirées aux deux premiers tirages alors avant le troisiéme
tirage il ne reste plus que la boule blanche dans 'urne d’ou

Pn,nn,(B3) =1

On a ainsi 5 1 . 5 1
P(D2):§X§:§’ P(Dg):§><§><1
D’ou
P(D) =%, P(Dy) ==, P(Ds) =+
1 735 2 *37 3 73

2. Siaux n — 1 premiers tirages on n’a obtenu que des boules noires (c’est possible puisqu’il y an — 1 boules noires)
alors avant le n-iéme tirage il ne reste qu’une boule blanche dans 'urne. On l'obtient nécessairement au niéme

tirage. Ainsi

Comme précédemment on a pour tout &k € [1,n]

k—1
Dy = (ﬂ Ni> N By

=1

Notons que, comme il y a n — 1 boules noires dans ’urne,
k-1
P (ﬂ Ni> #£0
i=1
Ainsi d’apreés la formule des propbabilités composées on a :
P(Dy) = P(N1) X Pp,(N2) X -+ X Pnyeeny o (Ni—1) X Pnynn .y (Br)

1
3. Notons U l’événement, les tirages s’effectuent dans l'urne U. D’aprés 1’énoncé on a P(U) = 5 # 0 et donc

P(U) # 0, Les événements U, U forment un systée complet d’événements, ainsi d’aprés la formule des probabilité
totales on a :

!
tw

1) = P(U) x Py(B1) + P(U) x P(B1)

1
et Pﬁ(B:L) = g, ainsi

[SSER )

Or d’aprés ’énoncé on a Py (B;) =




4. On cherche a calculer P(B; N By). On a, comme ci-dessus, d’aprés la formule des probabilités totales :

P(BlﬁBg):P(U) XPU(Bl mBg)—FP(U) XPﬁ(Bl ﬂBQ)

Une fois 'urne choisie les tirages sont effectués avec remise, ainsi les événement B; et Bs sont indépendants pour
les probabiltés Py et P on a ainsi :

P(B1 N Bs) = P(U) x Py(B1) x Py(B2) + P(U) x Py(B1) x P7(B2)

On a ainsi :

X
Wl =

P(By N By) =

N
wl N
X
[GLN V)
+
N —
W

Et donc :

5
P(BiNBy) = oo

5. On veut calculer Pg,np,(U). Les événements (U,U) forment un systéme complet d’événements ainsi d’aprés la
formule de Bayes (P(B1NBy) #0on a:

P(U) X PU(Bl ﬂBQ)

PB1QB2 (U) = P(B]_ m BQ)
Ainsi d’apreés les questions précédentes on a :
1252
PB1OB2 (U) =2 g K
18
On a donc
4
PB1ﬂBz (U> = 5

6. En utilisant la formule des porbabilités totales pur le systéme complet d’événements : le premier tirage s’effectue
dans 'urne U et le premier tirage s’effectue dans 'urne V', on obtient :

a+b
2

P(By) =

7. Notons pour tout k € N*| U ’événement,
Uy : 7 Le kiéme tirage s’effectue dans l'urne U”

Soit k& € N*.
Les événements (Ug41,Uk+1) forment un systéme complet d’événements. On a ainsi, d’aprés la formule des
probabilités totales

P(Bps1) = P(Uk+1)Poy sy (Bis1) + P(Ukt1) P (Br1)

Ugt1
Or sachant qu’on fait le tirage dans 'urne U, la probabilité d’obtenir une boule blanche est a, de méme, sachant
que l’on fait le tirage dans 'urne V la probabilité d’obtenir une boule blanche est b.
Par ailleurs, notons que d’aprés ’énoncé :

Vk € N*, Uk+1 = B

Ainsi -
P(Uikt1) =pr et P(Upt1) =1—py
On a donc :
Pr+1 = pra+ (1 — pr)b
D’ou

‘pk+1 = pr(a —b) +b‘

8. On reconnait une suite arithmético-géométrique.

b
Notons r = —— le réel qui vérifie :
l1—a+b

r=(a—br+b



Il est bien définie puis que b — a < 1.
Notons alors pour tout n € N*
Up =Pn —T
Soit n € N*, en soustrayant les deux lignes suivantes,
Prt1 =prla—b) +b
r=(a—br+b

On obtient

Unt1 = (a — b)uy,.
Ce qui montre que la suite (v, )nen est une suite géométrique, ainsi, pour tout n € N* on a

Up = (a —b)" " tuy

Mais
b
U =p———
LT a+b
Ainsi d’aprés la question précédente :
a+b b
Uy = —
T2 1—a+b
Apres simplification on a
( b) 1—a-—0>
uy = (a—b)—/—/—m
! 2(1 —a+b)
D’ou, aprés calcul on a, pour tout n € N*,
a—b)nt!

Comme —1 < a — b < 1 alors p,, tend vers 0 quand n tend vers +oc.
9. D’aprés I’énoncé, le premier choix de 'urne est équiprobable, on a ainsi :

1

P(Uy)=p1 = 5

10. Soit k € N*, d’aprés la formule des probabilités totales utilisée avec le systéme complet d’événements Uy, et Uy,
on a

P(Up+1) = P(Uk)Pu, (Ug41) + P(Ur) Py (Ug 1)

Or,d’aprés I’énoncé, si on a fait le k-iéme tirage dans 'urne U pour faire le k + 1-iéme tirage dans I'urne U, il faut
avoir obtenu une boule blanche au k-iéme tirage. La probabilité est alors a. De méme si le k-iéme tirage s’effectue
dans 'urne V, pour faire le k + 1-iéme tirage dans 'urne U il faut avoir obtenu une boule noire au k-iéme tirage
et la probabilité est de 1 — b. On a ainsi,

Qer1 = qra+ (1 —qx)(1 D)
D’ou, pour tout k£ € N*

’CIkJrl:(Ik(a"‘b_l)"_l_b‘

11. Soit k£ € N*, on utilise encore la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements (Uy, Uy).
On a ainsi : o
P(By) = P(Uk) Py, (Bk) + P(Uk) Py (Bk)

Et, d’aprés I'énonce, Py, (By) = a et Pr-(Bg) = b. On a ainsi, pour tout k € N* :

| P(B) = qra+ (1—qi)b = qu(a —b) + 0]

Probléme 2. Intégration (et algébre ?)

On note E = C°(] — 1; +o0]) I’espace vectoriel des fonctions définies sur I'intervalle I =] — 1; +o0o, continues
et a valeurs dans R.
Etant donné un élément f € E, on appelle T(f) Vapplication de I dans R définie par :

_ [T

veel, T(f)w)= | o d

Partie A : Quelques exemples.



1. Déterminer ’application 7'(f) lorsque f est I’application constante égale a a € R.

2. Déterminer 7(f) pour 1’application :

J 1 - R
f'{t —  In(1+1)

3. Déterminer T(f) pour ’application :

I — R
£ t
t —> (t+2)2

et donner un développement limité a ’ordre 2 de T(f) en +oc.

4. Pour tout entier n strictement positif, on définit I’application f, : t — t".
Soit x € 1.

Trouver une relation entre T(f,11)(x) et T(f,)(x).
En déduire une expression de T'(f,)(z) a I’aide d’une somme que 1’on ne cherchera pas a calculer.

5. Vérifier que T est un endomorphisme de F et déterminer son noyau et son image.

Partie B Etude d’un cas particulier.

Cette partie est consacrée a I’étude de T'(f)lorsque f est définie, pour tout t € I, par f(t) = e~t. Ainsi,
ot

1+¢

dt

Ver,T(f)(:z)/ow

On ne cherchera pas a calculer cette inttégrale.

6. Montrer que T(f) est croissante sur I.

7. (a) Donner le développement limité de f a I’ordre 2 en 0.
(b) En déduire le développement limité de T'(f) a I’ordre 3 en 0.
(c¢) Donner I’équation de sa tangente en 0 et étudier la position de la courbe par rapport a la

tangente.

8. Montrer que T(f) est majorée sur R, puis que T(f)(z) admet une limite quant = tend vers +co.
On ne cherchera pas a calculer cette limite.

9. Déterminer la limite de T'(f)(z) lorsque = tend vers (—1)". On pourra pour cela établir une mino-

ration ou une majoration de T'(f)(x).

Partie C Comportement en +oc.

Dans cette partie, on fixe un élément f € F (pas nécessairement le méme qu’en partie B) et on suppose
que f admet en 400 une limite A\ € R. On souhaite étudier le comportement de la fonction 7(f) en +oo.

10. On suppose dans cette question que A = 0.
(a) Démontrer que la fonction f est bornée sur [0;+oo|.
On notera dans la suite de la question M = sup;ci. o[ | f(1) |-

(b) Pour z > 1, on pose
a() =sup{| f(t) |, ¢ € [In(x);x]}

la borne supérieure de | f | sur l'intervalle [In(z); z].

Montrer que a(x) —+> 0.
xr—r+00

(c) Montrer que pour tout © > 1, on a :

Inx x
T lm [ f e [ 1

nx

(d) En déduire que
T(f)(x) = _o(inz)
11. On suppose dans cette question que X\ € R*.
Trouver un équivalent simple de T'(f)(z) quand z tend vers +oc.
On pourra considérer T'(g), oit g est définie par g(t) = f(¢t) — A\ pour tout ¢t € I.



12. On suppose dans cette question que f(t) — +oo. Montrer que T(f)(z) — -+oo.
x

— 400 T—+00

Corrigé :
Partie A : Quelques exemples.

1. Soit z € I. On a alors :

T(f)(x) = / T 4= fal(1 4 0

D’ou

\vx €I, T(f)(z)=aln(l +x)\

2. On a, de méme,

Vo el, T(f)@) = (n(+0)?]

3. Soit x € I, on a

* t
T =
(£)(=) /0 (t+1)(t+2)% dt
Notons que, pour tout t € I,
t -1 1 1
= + +
I+0)2+0)2 14+t 24t (t+2)?
D’ou 1
On pose h =~ on a alors :
2
T(f)(1/h) = In(++2)—-In(1+4) - Tt 1 —1n(2)
h
1
= In(1+2h)—In(1+h)— 2h1—|—72h +1—1In(2)

En utilisant les développements limités de z — In(1 + x) et  — 3 on obtient

T(f)(A/h) = 1-n(2) —h+ gh2 + o(h?)

On a ainsi

4. Soit n € N, on a

wtn+tn+1 Itn(l-f—t) /w |:tn+1:|x anrl
T(fn +T(fn = —— dt = —dt = t" dt = =
()le) + Tl = [ = ae= [T L 0 e I

On a ainsi

xn-i—l

T(fui)@) = g

= T(fn)()

Un calcul au brouillon permet de conjecturer que

T(fn)(x) = Z(—l)”_k? + (=1)"T(fo)(x)

k=1

Montrons cette égalité par récurrence.
Elle est immédiatement initialisé pour a n = 0.
Soit n € N, supposons que I’égalité soit vraie au rang n et montrons la au rang n + 1. D’aprés le début de la

question on a :
CLJL-‘,—I

T (N@) = g = T(fa) (@)




Ainsi par hypothése de récurrence on a bien :

n+1

Z‘k
+ (=D)"T(fo)(z) = Z(—l)”“_k? + (=1)"T(fo)(=)

k=1

nk'r

Toia(f)(z) =

Le principe de récurrence permet ainsi de conclure que, pour tout n € N, alors

n

T(fa)(@) = Y (=)' + (=)' T(fo) )

k=1

Par ailleurs on a :

T(fo)(a:)z/oml_l’_t dt =In(1 + z)

D’ou

(—1)”7k£k +(—=1)"In(1 + x)

T(fu)(w) = -

M=

k=1

5. D’aprés le théoréme fondamental de I’analyse, si f € E alors I'application o — T(f)(z) est de classe C* donc en
particulier c’est bien une application continue, ainsi T est bien & valeurs dans F.
Pour tout f et g éléments de E et pour tout A € R on a, pour tout =z € 1

M gt
70 +g)(w) = [ I [P 5

Ainsi, par linéarité de l'intégrale :
TAf+49) =AT(f) +T(9)

L’application T est bien un endomorphisme de F.
Calculons le noyau de T. Soit f € E. Supposons que f € kerT. Si T(f) = 0 alors T(f) = 0 mais d’aprés le

t
théoréme fondamental de I’analyse T'(f)" est la fonction ¢ — lfgr) d’oti, pour tout t € 1
t
1+t

Ainsi f = 0.
La fonction nulle est bien un élément du noyau ainsi :

Montrons, par double inclusion que I'image de T est l’ensemble

F={fec'(I),f0)=0}

e Si f € E, le théoréme fondamental de analyse assure que T'(f) est une fonction de classe C* et qui s’annule
en 0.
e Soit g une fonction de classe C! sur I telle que f(0) = 0. Considérons I’application f définie, pour tout ¢ € I,
par :
f)=g' ()1 +1)
On a alors, pour tout = € I,

Twm[ww

Qui est, d’aprés le théoréme fondamenal de I’analyse, la primitive de ¢’ qui s’annule en 0, c’est g. On a donc
bien

= {f €C'(1),f(0) =0}

6. L’application T'(f) est dérivable (d’aprés le théoréem fondamental de I’analyse, et pour tout x € I,

L’application T'(f) est donc strictement croissante.



7. (a) On a les deux développements limités a I’ordre 2 en 0 :

1
e’ =1l—-z+ ixQ + o(z?)

z—0
1
= 1—x+2*+o(z?)
]_—|—xac~>0
Ainsi, par produit :
e*w)i1 2+§2+(2)
57 a0 v+ 52"+ oz

(b) En primitivant le développement limité précédent et comme T'(f)(0) =0, on a :

5
T(f)(z) = x—2*+ =2 4 o(z?)
x—0 6
(¢) La fonction T'(f) admet un développment limité a ordre 3, elle est dérivable (mais ¢a on le savait déja), sa
dérivée est en O est égale a 1. L’équation de la tangente en 0 est y = = et comme

La courbe de T'(f) est d’abord en dessous de la tangente, puis au dessus de la tangente.

8. Soit € Ry, pour tout ¢t € [0,2], 1 + ¢ < 1 ainsi comme ’application inverse est décroissante et comme exp est
positive on a :

eft

14t
Ainsi, par croissance de l'intégrale comme 0 < z :

<et

T(f)(x) < /Ox et dt

Mais "
/ etdt=1—-e*<1
0

La fonction T'(f) est croissante et majorée sur R, elle admet une limite finie en +oo.

9. Soit = €] — 1,0] La fonction x + e~% étant décroissante on a, pour tout ¢ € [x,0], e7* > 1. Ainsi pour tout
t€]—1,0],ona
et 1
>
1+¢~ 1+t
Et comme z < 0, on a par croissance de I'intégrale :

T —t T
/ ¢ dtg/ w
0 1+t 0 1+t

1
—— dt =In(1
A 17 n(1l+ x)

Or

Ainsi, pour tout x €] — 1,+00[, on a

dt > In(1
/0 g =+

Mais comme In(1 + ) ——, —oo,ona
T——

10. (a) La fonction converge vers 0 en +00, il existe donc un voisinage de I’infini sur lequel la fonction est & valeurs
dans [—1,1]. Ainsi il existe A € Ry tel que pour tout ¢t > A alors | f(¢) |< 1.
Par ailleurs, sur l'intervalle [0; 4], la fonction f étant continue elle y est bornée. Ainsi il existe N € R tel
que pour tout ¢ € [0, A].
[ F@) IS N

En prenant le B maximum de 1 et N, on a bien que pour tout t € [0; +00],
| f(t) |< B

La fonction f est bien bornée sur [0, +o0.



(b)

Soit € > 0, comme f converge vers 0 en +00, il existe A € Ry tel que pour tout ¢t > A, | f(t) |< e. Posons
B = e,

Alors si > B, pour tout t € [In(x); z], comme In est croissant ¢ > In(e!) ainsi ¢ > A et donc |f(¢)| < e. On
a donc bien :

Et comme « est positif on a alors

Ce qui montre que « tend vers 0 en +oo.
Soit x > 1, d’aprés I'inégalité triangulaire on a

i)

T 4 < /
o 1+t 0
De plus, d’aprés la relation de Chasles,

[ = [ e

Or d’aprés les questions précédentes, pour tout ¢t € Ry |f(t)] < M donc comme z < 1, In(z) > 0 ainsi par
croissance de 'intégrale :
In(z) t In(z)
[
M

1+t

In(x)
/

De plus, d’aprés la question précédente, pour tout ¢ € [In(z); z]
£ | _ )
1+t~ 14+t

14t

10
14+t

M
— | dt
1+t

> 0, on a, par linéarité de l'intégrale :

¢ In(x) 1
ﬁlagM/ —dt
1+1¢ 0 1+1¢

Et comme pour tout ¢ € [0;1n(x)]

De plus on a In(z) < z, en effet, In est concave et I’équation de sa tangente en 1 est y = 2 — 1 ainsi pour
tout z € R%, In(z) < 2 — 1 < x, ainsi d’aprés la croissance et linéarité de I'intégrale on a :

[} s [

1+t we LF1t
Soit x > 1, les deux intégrales de 'inégalité démontrée & la question peuvent étre calculées explicitement, et
comme Inz >0 on a :

D’ou I'inégalité cherchée.

IT(f)(x)] In(1 + In(z)) In(1+z) — In(1 + In(z))
Inx =M Inx +alz) In(z)

Mais on a
In(1 +In(z)) In(In(z)) In(1+1/In(x))

= +
Inx In(x) In(x)
Or par croissances comparées la premiére quantité tend vers 0 en +oco. La deuxiéme tend aussi vers 0 par
produit de limites. Ainsi par somme

In(1 + In(z))

— 0
Inx z—+00
De plus
o(x) In(1+ ) — In(1 + In(z)) ~ o) |1+ In(1+1/2) In(1l+ In(x))
In(x) Inx Inx
In(1+1
On a déja montré que le dernier terme tendait vers 0, de plus W tend vers 0 par produit. Ainsi le
deuxiéme terme du produit tend vers 1 mais comme a(x) —+> 0, alors par produit :
r—r+00
In(1 —1In(1+1
ooy (@)
ln(x) T—+00



12.

Le théoréme d’encadrement permet alors de conclure que

T

Inz z—o+c

On a bien

Ainsi d’apreés la question précédente on a :

T(g)(x) = o(ln(z))

Il existe donc une fonction € qui tend vers 0 en 400 et telle que
Ve eI, T(g9)(x)=In(x)e(x)

Mais on a, par linéarité, pour tout x € I :

T(g)(:v):/wa(f{r_tA dtz/:lfit)t dt—/oxlj\_t dt

D’ot en calculant cette derniére intégrale :
T(g)(x) =T(f)(x) + Aln(1 +x)
On a alors pour = > 1 et comme A #£ 0 :

T(f)(x)  In(l+x)

Alnx Inz e(@)
Or In(1 4+ x)
Aln(z) 2 oo !
On a ainsi

T(f)(x) ~ Alnzx

x+oo

Comme f(t) — o0, alors il existe A € Ry tel que pour tout ¢t > A,

r—+o0

ft)>1

On a ainsi pour tout z > A d’aprés la relation de Chasles et par croissance de l'intégrale :

_ [t " f() 10 ¢
(f)) = | mdt+Amdt2 0 md”/Amdf

En calculant cette derniére intégrale on obtient :
il
T(f)(x) > / ——= dt+1In(1+z)—In(1+ A)
o 1+t
Seul le terme In(1 + z) dépend de z et il tend vers +o0o quand x tend vers 400 ainsi par comparaison on a :

T(f)(z) — +o0

r——400

10



Probléme 3 : Opérateurs de translation et de différence sur les polyndémes
Quelques notations. Dans tout le texte, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 1 et R, [X]
I’ensemble des polyndémes de degré inférieur ou égal a n. Pour P € R,[X], on note deg(P) le degré de P
et cd(P) son coefficient dominant, c’est a dire le coefficient devant X&),

k k!
Pour k€ N et j € [0,k], le coefficient binomial <) vaut m
J J:\R=17)
Pour un ensemble E et f : E — E, on définit par récurrence sur k € N l’application f*: E — E de la

fagon suivante :
fo=Idp et fFl=fofh

Si F est un R-espace vectoriel, F' un sous-espace vectoriel de F, et f un endomorphisme de F. On dira
que F est stable par f si f(F) C F autrement dit si

VeeF f(x)eF

Partie A. L’opérateur de translation.
Soit 1’application

T.{an — Ry[X]
’ P — P(X+1)

1. Pour un polynéme P non nul de R,[X], justifier que
deg(7(P)) =deg(P) et cd(7(P))=cd(P).

2. Montrer que 7 est un endomorphisme de R, [X].
3. Montrer que le noyau de 7 est réduit a {Og,[x)}. Justifier que 7 est un automorphisme.

4. Pour P € R,[X], démontrer que Yk € N 7¥(P) = P(X + k).

Partie B. L’opérateur de différence.

Dans la suite, on note § ’endomorphisme 6 = 7 — Id, x); c’est a dire

5.{ Ro[X] — Ry[X]
: P — P(X+1)—P(X)

5. (a) Calculer §(P) dans le cas ou P est un polynéme constant.
(b) Pour un polynéme non constant P € R, [X], exprimer deg(d(P)) et cd(6(P)) en fonction de deg(P)
et cd(P).
(¢) En déduire que ker(d) est une droite, dont on précisera une base.
(d) Démontrer que Im(d) =R,,_1[X].
6. (a) Démontrer :
VP e Ry [X] 6"(P) = Og,[x]-

(b) Pour n € N, et P € R,[X], en écrivant la formule du binéme de Newton pour deux endomor-
phismes qui commutent, exprimer §"(P) en fonction des 77(P) pour j € [0,n].
(c¢) En déduire que pour tout P € R,_1[X], on a ’identité

> (M) ew o

i=0 J
7. Dans cette question, on cherche les sous-espaces vectoriels de R,,[X] qui sont stables par §.

(a) Pour un polynéme non nul de degré d<n, montrer que la famille (P,§(P),6*(P),...,0%(P)) est
libre. Quel est 1’espace vectoriel engendré par cette famille ?

(b) En déduire que si F est un sous-espace vectoriel de R,[X] stable par § et non réduit a {0}, il
existe un entier d € [0,n] tel que F = R4[X].
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Partie C. Polynomes de Hilbert.

On considére la famille de polynémes

Hy =1
=
H, = 7 1_[0(X —J) pour k€ [1,n].
j=

C.1. Décomposition sur la base.

8. Montrer que (Hy)ie[o,n] €St une base de R, [X].
9. Calculer 6(Hy) puis montrer que pour k € [1,n], 6(Hy) = Hp_1.

10. Montrer que pour k,l € [0,n],
1 sik=1
(sk(Hl)(O) = { 0 sik#l

11. Montrer que pour tout P € R,[X],
Corrigé :
Partie A. L’opérateur de translation.

1. Soit P un polynéme non nul de R,,[X]. Notons d son degré (il est inférieur a n). On peut écrire P sous la forme
P = ZZ:O ar X", ol ag, coefficient dominant de P, est non nul. On calcule

d d—1
7(P) =Y an(X + D)F = ag(X + )%+ Y ar(X + 1)
k=0 k=0
d—1 d d—1
= aqX*? Xx* X + 1)k
ag +kz_0<k) +kz:()ak( +1)

Les deux sommes écrites ci-dessus sont des polynomes de degré inférieur & d — 1. Ainsi, on voit que 7(P) est un
polynome de degré d = deg(P) et de coefficient dominant ag = cd(P).

2. Tout d’abord, remarquons que si P € R, [X], alors le polynéme P un degré inférieur & n. C’est aussi le cas de
7(P), d’aprés la question précédente. Montrons que 7 est linéaire. Pour P et @ dans R, [X] et A, 4 dans R,

TAP +pQ) = AP+ pQ) (X +1) = AP(X + 1) + pQ(X + 1) = M(P) + u7(Q).

3. Soit P € ker(7). Alors 7(P) = Og, [x]. Supposons P # 0. Alors deg(7(P)) = deg(P), d’out 7(P) # 0, ce qui n’est
pas. Le polynome P est donc nul, ce qui montre que ker(7) = {Og,,[x]}-
Ce qui précéde implique que 'application 7 est injective. Puisque la dimension de I’espace de départ vaut celle
de I'espace d’arrivée, par caractérisation de la bijectivité en dimension finie, on obtient que 7 est bijective.

4. Le polynéme P étant fixé, pour k entier naturel on pose
Pry « 7*(P) = P(X + k) ».

e On a 7°(P) = Idg, [x](P) = P = P(X +0) : Prg est vraie.
e Soit k& € N. Supposons Pry. Alors,

*H = 7o tM(P) = 7(rF(P)) = 7(P(X + k)) = P((X + 1) + k) = P(X + (k + 1)).

Ceci démontre Pryy;.
e D’aprés le principe de récurrence, Prj est vraie pour tout k entier naturel.

Partie B. L'opérateur de différence.
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5.

(a) Si P est un polynéme constant égal & a € R, on a

5(P) :a—GZORn[X].

(b) Soit un polynome non constant de R,[X]. Notons d son degré. On peut écrire P sous la forme P =

ZZ:O apX*, avec d € [1,n] et ag # 0. On calcule en mettant de coté les termes de degré d et d — 1 :

=> ar (X+1)F - X*)

k=0

d d—1

Zakz< )w—dadxd o
k=0 7=0

E]Rd_2[X]
On en déduit les égalités

deg(d6(P)) =d—1=deg(P)—1 et cd(6(P)) = dag = deg(P) - cd(P).

(¢) On sait depuis la question 1(a) que le noyau de § contient les polynomes constants. Or, d’aprés la question
précédente, si P est un polyndme non constant, alors deg(P) > 1 et deg(d(P)) > 0, ce qui implique que §(P)
n’est pas nul. Ainsi, le noyau de § est réduit aux polynéme constants. C’est une droite vectorielle engendrée

par le polynéme constant égal & 1.
(d) D’apres le théoréme du rang, appliquée a d,

dim (Im(0)) = dim (R, [X]) — dim (ker(d)) =n+1—-1=n.

Or, d’aprés la question (b), si P est un polyndéme de degré inférieur a n, alors §(P) est de degré inférieur a
n—1, ce qui se récrit Im(d) C R,,—1[X]. On vient de démontrer que dim (Im(9)) = dim (R,,[X]). Ceci permet

de conclure que Im(d) = R,,_1[X].

Solution sans le théoréme du rang : la base canonique (1, X, ..., X™) étant une famille génératrice au départ,

Im(d) = vect(6(1),6(X),...,0(X™)).

On a 6(1) = 0 et d’aprés 1(b), pour k > 1, deg(6(X*)) = k—1. La famille (§(X),...,5(X")) engendre donc
Im(6) et elle est libre car de degrés échelonnés. Le s.e.v. Im(6) est donc de dimension n. Etant inclus dans

R, —1[X], lui-méme de dimension n, on a bien Im(d) = R,,_1[X].

(a) Soit P de degré inférieur & n — 1. D’aprés la question 1.(b), le degré chute de 1 chaque fois que ’on applique

0 & un polynoéme non constant. Ainsi, en notant d = deg(P),
deg(64(P)) = deg(P) —d = 0.
Le polynome §¢(P) est donc un polynéme constant, d’ott 641 (P) = 0. On a donc,

6" (P) = 6" (P)) = 6" (Or,,x)) = O, [x)-
——

=0r,, [x]

(b) L’identité (—)Idg, x] commute avec 7, comme avec n’importe quel endomorphisme. On peut donc écrire la

formule du binéme, pour 7 et —Id. Pour n € N, on a

0 T

j=0 Jj=

Soit P € R,,_1[X]. On va évaluer en 1’égalité précédente en P. D’aprés 2.(a), 0"(P) = Og,[x]- De plus, pour
j € [0,n], la question A.4 nous apprend que 77 (P) = P(X+7). En évaluant (*), égalité entre endomorphismes

en P, on obtient donc

Og,[x] = zn:(—l)n_j (?)P(X +J)-

=0

Il reste a évaluer cette égalité entre polynéome en 0 pour obtenir :

S (1 ()P =0

=0
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7. (a) D’apreés la question 1.(b), les degrés des polynomes de la famille (P,cS(P)7 .. ,5d(P)) sont respectivement

)
d,d—1,...,1,0. Cette famille de polynomes non nuls étant de degrés échelonnés, elle est libre. Notons
V =vect (P,6(P),...,6%P)).

Toute combinaison linéaire de polynomes de cette famille est de degré inférieur a d, de sorte que V' C Ry[X]. Or,
V est de dimension d + 1, car il est engendré par une famille libre de cardinal d + 1. On a donc

V = Ry[X].

(b) Soit F' un sous-espace vectoriel de R,,[X], stable par ¢ et non réduit & {0}. Soit d le plus grand degré d’un
polynome de F et P € F de degré d = deg(P). Comme F # {0}, on a d > 0 et d étant maximal, | FF C Ry[X]|.

Le polynome §(P) appartient & F puisque F est stable par 6. Il en va de méme de 62(P) = §(5(P)) puisque
0(P) € F et en itérant, on obtient que tous les polynomes de la famille (P7 o(P),... ,5d(P)) appartiennent a F.

On a donc
vect (P,5(P),...,0%(P)) C F.

D’aprés 1. ceci se récrit | Ry[X] C F'|, ce qui permet de conclure que F = Ry[X].
En guise de conclusion globale sur la question 3, on écrira que les sous-espaces stables par J sont exactement le
sous-espace nul et les espaces Ry[X] avec d € [0,n].

Partie C. Polynomes de Hilbert.

8. Cette famille est constituée de polynomes non nuls de degrés échelonnés : c’est une famille libre. Etant de cardinal

n+ 1 dans R,,[X], espace de dimension n + 1, c’est bien une base de R, [X].

9. Le polynome Hj est constant : §(Hy) = 0. Soit k € [1,n],

10.

11.

8(Hp) = Hi(X +1) —

= 1 k=l
:EH(XﬂLl*j)*EH(X*
e s
k2

S I z)——H<X—J)

k—2

—;(H —ﬂ) (X +1- (X = (k= 1)

k(k —1 (H(X _J)> = M

Soient [ € [0,n]. D’aprés la question précédente et une récurrence immédiate, pour tout i inférieur a I, 6°(H;) =
H;_,. Soit k € [0,n].

e Sik<Il—1),alors [ —k >1 et 0 est racine du polynéme H; . On a donc 6*(H;)(0) = H;_;(0) = 0.

e Si k=1, 0"H)=Hy=1etonad*(H)0) = 1.

e Si k> 1, alors 6"(H;) = 6*~!(Hp) = Og,,[x]. On a donc 6*(H;)(0) = 0.

Soit P € R, [X]. La famille (Ho,..., H,) étant une base de R,,[X],

I(Ao, - An) ER™Y P =" NH,.
=0

Fixons k dans [0,n] et appliquons §*. Par linéarité, §¥(P) = Z M\6F(P). Evaluons en 0 : le seul terme non nul,

d’aprés la question précédente, est celui d’indice | = k, qui vaut 1 d’ou
§F(P)(0) = Aed" (Hy)(0) = A,

ce qui permet de conclure.
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